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Prologo 


Es nuestra intenci6n ofrecer a los estudiantes un curso moderno de geometria 
analitica. Los textos que se emplean para estudiar dlgebra, geometria y 
trigonometria se han transformado en la ultima decada, asi como tambien se 
ha hecho evidente la necesidad de cambiar el espiritu y el contenido de los 
planes de estudio correspondientes. 

Este texto proporciona una excelente preparacibn para el estudio del 
calculo y el dlgebra lineal, aunque es tambien interesante en si mismo. Su 
contenido permite que se le use muy flexiblemente: Se ha planeado para un 
curso semestral, pero puede emplearse en casos especiales como base de un 
curso anual y es facil adaptarlo a los intereses y preparacibn de los estudiantes. 
El gran numero de problemas que contiene permite tener muchas opciones 
para asignar tareas y las demostraciones pueden considerarse superficial o 
profundamente sin menoscabo de la adquisicibn de los conceptos y razona- 
mientos basicos. Se han colocado asteriscos para senalar aquellos ejercicios 
particularmente deticiles. 

El estudio preliminar del dlgebra y la geometria de los vectores en dos 
dimensiones es un tema novedoso para muchos y logra captar el interes del 
lector desde el principio. Con esa base se procede a emplear metodos 
vectoriales para desarrollar conceptos y tecnicas de la geometria analitica, lo 
cual brindara a quienes continuen el estudio de las matemdticas una gran 
ventaja, y a quienes no lo hagan asi una base sblida y moderna. 

No obstante, hemos tenido cuidado de incluir un tratamiento completo de 
los metodos cartesianos tradicionales, paralelo al enfoque vectorial, porque 
sigue siendo muy importante adquirir una clara comprensibn de los mismos. 
En nuestra opinion el curso que se ofrece en este libro proporciona a los 
estudiantes una oportunidad poco frecuente de ver como estdn intimamente 
relacinadas dos ramas diferentes en apariencia, y de apreciar lo que vale 
contar con mds de un metodo para resolver un problema determinado. 

Al final se proporciona informacion que serd de gran ayuda para el 
estudiante, como listas de identidades trigonometricas fundamentals, propie- 
dades fundamentals de los nbmeros reales, simbolos importantes y un 
resumen de las formulas de la geometria analitica. Se emplean diagramas en 
color para enfocar la atencion en los conceptos y procesos mds importantes y 
para aclarar los ejemplos ilustrativos y los diagramas. 

Por ultimo, los estudiantes disfrutardn de la serie de estudios ilustrados que 
aparecen al final de cada capitulo. Estos estudios tienen como finalidad 
profundizar y ampliar el interes de los estudiantes en el tema en cuestibn y en 
sus aplicaciones. 


William Wooton 
Edwin F. Beckenbach 
Frank J. Fleming 
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Capftulo 



En este capftulo se presentan el Algebra y la geometrfa 
de los vectores en dos dimensiones. Los conceptos y 
las tAcnicas desarrolladas en este capftulo se 
emplearAn en los siguientes para resolver problemas de 

geometrfa analftica. 




Vectores en el Plano 


Geometria de Pares Ordenados 


1-1 Coordenadas cartesianas 

En estudios anteriores de matemdticas se menciona que el producto cartesiano 
A X B (lease “A cruz B ”) de los conjuntos A y B se define como el conjunto 
de todos los pares ordenados (x , y) en los cuales la primera componente x , es 
elemento de A y la segunda componente, y, es elemento de B. Por ejemplo, si 
A - {1, 2, 3} y B = {5, 6, 7}, entonces 

>1X5 = {(1,5), (1, 6), (1, 7), (2, 5), (2, 6), (2, 7), (3, 5), (3, 6), (3, 7)}. 

Un conjunto de pares ordenados tal como A X B se puede visualizar como 
una malla de puntos, como se ve en la Figura 1 — 1. 



1 - 

•0,7) 

•(2,7) 

• (3,7) 

Figura 1—1 

6- 

•0.6) 

•(2,6) 

•(3,6) 


5- 

•0,5) 

-1- 

•(2, 5) 

j- 

• (3,5) 

J - 


El producto cartesiano que aparecerd mds frecuentemente en este libro es 
(R X (R, que denotaremos mediante (R 2 , donde (R es el conjunto de ndmeros 
reales. Por definicidn de producto cartesiano. 

(R 2 = {(•*, y)- x G (R y j>E(R}. 

Notese que cada par ordenado en (R 2 se puede asociar en forma dnica con 
un punto S del piano mediante un sistema de coordenadas cartesianas rectan- 
gulares. al que se llama tambien simplemente sistema de coordenadas 
cartesiano. 
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Las rectas perpendiculares divididas en segmentos numerados que aparecen 
en la Figura 1 —2 se llaman ejes del sistema de 
coordenadas, y su punto de interseccidn, O, se 
llama el origen del sistema de coordenadas. (Tradi- 
cionalmente se dirige el eje horizontal hacia la 
derecha y el eje vertical hacia arriba, tal como se 
ve en la figura; sin embargo, esto no es necesario, 
y en cada aplicacion hay que orientar los ejes 
perpendiculares como sea mds conveniente.) Las 
cuatro regiones en que los ejes de coordenadas 
dividen al piano se llaman cuadrantes, y se 
numeran I, II, III y IV como se muestra en la 
Figura 1—2. 

El asociar a cada par ordenado (a, b) un punto 
S se lleva a cabo como sigue: 


yi 

i 

11 2l 

i 

I 

JS 

l- 

i 

“t 

i 

l 

1 

i i k 

-! ° 

a \l 2 x 

1 

hi 

1 iv 

1 


Figura 1—2 


1. Por el punto que corresponda al ndmero a sobre el eje horizontal (el eje x) 
se traza una recta paralela al eje vertical. 

2. Por el punto que corresponda al ndmero b sobre el eje vertical (eje y) se 
traza una recta paralela al eje horizontal. 

3. Al punto de interseccidn S de estas rectas se le asocian las coordenadas (a, 
b). S se llama “la grafica de (a, bT o a veces simplemente “el punto (a, b)”. 

La primera componente, a , de (a, b ) se llama a veces la abscisa de S, y la 
segunda componente, b , se llama ordenada de S. 

Observese que si para cada punto S del piano se trazan rectas que pasen 
por S y sean paralelas a los ejes, entonces estas rectas se intersec an con los 
ejes, determinando dos puntos diferentes que son dnicos. Los ndmeros a y b 
que corresponden a los puntos de interseccidn forman uno y s61o un par 
ordenado {a, b), de manera que la asociacidn de un punto dado S con un par 
ordenado (a, b) es tambien dnica. Es decir, existe una correspondencia 
biumvoca entre el conjunto de puntos del piano y los miembros de (ft 2 , y la 
grdfica de 6\ 2 es todo el piano. 

Debido a que existe esta correspondencia biunivoca, si dos pares ordenados 
corresponden al mismo punto, los pares deben ser iguales. Tenemos entonces 
que: 

H Dos pares ordenados (a, b) y (c, d) de (ft 2 corresponden al mismo 
punto si y s61o si son iguales, es decir, si y solo si 

a = c y b = d. 

Ejemplo 1. ^Para que valores reales x y y se tiene que (x + y, x — y) = 
(5, 3)? 

Solucidn: Puesto que los pares ordenados son iguales x + y = 5 ■ y 

x — y — 3. Hay que resolver el sistema 


x + y = 5 
x — y — 3 


( 1 ) 
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Para encontrar los valores requeridos de x y y. Sumando 
miembro a miembro en el sistema anterior se obtiene 


2x = 8 , 


Sustituyendo a x por 4 en la ecuacibn x + y = 5 se obtiene 

4 + y = 5, 

y = I- 

Se puede comprobar que los valores x — 4 y y — 1 satisfacen 
las Ecuaciones (1). Por lo tanto, los valores requeridos de x y y 
son 4 y 1 respectivamente. 

Una propiedad importante que debe record arse es que si se emplea la 
misma escala en ambos ejes, entonces la distancia que separa a dos puntos 
A(jti, >’]) y B(x 2 , y?) en el piano estd dada por la formula de distancia 

■ d( A, B) - VtaT- x x f + (y 2 -y x y. 

Esto es una consecuencia inmediata del bien conocido teorema de Pit&goras 


Figura 1—3 



(Figura 1 — 3). A1 aplicar la fbrmula de distancia no importa cual de los puntos 
sea A(xj, y\) y cual sea B(x 2 , y>), puesto que 

V 7 Ol - - >> 2 ) 2 = V(x 2 - *!)* + (>>2 - ^l) 3 . 

Ejemplo 2. Calcule cual es la distancia que separa a los puntos A(—4, 1) 

y B(3, 2). 

So/ucidn: Tomando (x , ,v i) = (—4, 1) y (,v L >. y>) = (3,2), se obtiene 

d( A, B) = \/[3 - (-4)]-’ + (2 - 1)2 
= VW+T* = V50 = 5\/2. 











4 Capftulo 1 


Ejercicios 1 — 1 


En los Ejercicios 1 - 8, determine para qu6 nOmeros reales la ecuacidn es 
vcilida. Si no existe solucidn, indfquelo. 


1. (x + 3,5) = (-1,9 +X) 

2. (x - 4, 2) = (3, x-5) 

3. (lx - l,x + 2) = (-5,3) 

4. (3x + 2, 2x - 3) = (8, 1) 


5. (x - 2y, 2x + y) = (-1, 3) 

6. (2x +3y,x + 4y ) = (3, - 1) 

7. (x 2 - 2x, x 2 — x) = (3, 6) 

8. (x 2 + 2x, 2x 2 + 3x) — (-1,-1) 


En los ejercicios 9-14, calcule la distancia que separa a los puntos dados S y 
T. Escriba el resultado en la forma mcis simplificada posible. 


9. S(l, 3), T(— 2 , 6) 12. S(\/3, -V3), T(-V3, V3) 

10. S(l, -6), T(6, 6) 13. S(4, V3), T(2, -1) 

IT. S(V2, V2), T(-V2, -V2) 14. S(V2, -V3), T(l, 2) 


15. Demuestre que el tridngulo cuyos vertices son los puntos R(0, 1), S(8, —7), 
y T(l, — 6) es un tridngulo is6sceles. 

16. Demuestre que los puntos R(—4, 4), S( —2, —4), y T(6, —2) son los ver¬ 
tices de un tridngulo isdsceles. 

17. Demuestre que el punto Q(1, — 2) es equidistante de los puntos R( — 11, 
3), S(6, 10), y T(l, 11). 

18. Demuestre que el punto Q(2, —3) es equidistante de los puntos R(6, 0), 
S(—2, —6), y T(— 1, 1). 

19. Los puntos Q(l, 1), R(2, 5), S(6, 8), y T(5, 4) son los vertices de un 
cuadrildtero. Demuestre que los lados opuestos del cuadrildtero tienen la 
misma longitud. 

20. ^Son de la misma longitud los lados opuestos del cuadrildtero cuyos 
vertices son Q(-2, 3), R(5, 2), S(7, -4), y T(0, -2) ? 

21. Use la fdrmula de distancia para demostrar que los puntos R(—2, —5), 
S(l, —1), y T(4, 3) estdn sobre una recta. 

22. Demuestre que los puntos R( —3, 3), S(2, 1), y T(7, —1) estdn sobre una 
recta. 

23. Demuestre que R(l, 5)es el punto medio del segmento cuyos extremos son 
los puntos S(—2, 3) y T(4, 7). 


24. Demuestre que M 


(t 


b ~¥) 


es el punto medio del segmento 


cuyos extremos son los puntos S(u, b) y T(c, d). 

25. Calcule cudl es el punto medio del segmento cuyos extremos son S(—2, 9) 

yT(8, -1). 

26. Calcule cudl es el punto medio del segmento cuyos extremos son S( — 3, 5) 
yT(3,2). 

27. Demuestre que para los puntos A(jci, 0) y B(x 2 , 0), d( A, B) == \x 2 — x\\. 

28. Demuestre que para los puntos C(0, y i) y D(0, y 2 \ d( C, D) = | y 2 — y x \. 




1-2 Puntos y vectores 


Vectores en el piano 


5 


Se ha visto que se puede asociar cada punto del piano cori un par ordenado 
(x, y). Por ejemplo, se puede asociar con el punto R en la Figura 1 — 4 el par 
ordenado (2,-1). Tambi^n se puede asociar un desplazamiento, o una 
traslacion, en el piano con el mismo par ordenado (x, y). Por ejemplo, 
consid6rese una particula que se mueve de un punto/S del piano a otro punto, 
T, en el piano, sobre una recta. Si la particula se d^splaza dos unidades hacia 



Figura 1—4 Figura 1—5 


la derecha y una unidad hacia abajo, entonces este desplazamiento o 
traslacidn se puede describir mediante el par ordenado (2, — 1). En la Figura 
1 — 5 se muestra esta traslacidn. 

Puesto que un par ordenado de ntimeros reales (x, y) se puede emplear 
para determinar una traslacidn en el piano, a un par ordenado se le llama 
frecuentemente vector (de la palabra latina que significa transportador ). La 
representacidn geom£trica de un vector (x, y) es una flecha, o un segmento de 
recta dtrigido, en el piano; la flecha se llama vector geometrico. 


Figura 1—6 



Puesto que se puede considerar que una traslacidn tiene su punto inicial en 
cualquier punto del piano S y que tiene un punto final en un punto T del 
piano, cada vector (x, y) tiene un ntimero infmito de representaciones 
geometricas en el piano. La flecha asociada con (x, y) que tiene su punto 
inicial en el origen se llama representation ordinaria de (x, y), y se dice que 
la flecha tiene una position ordinaria. Claramente la representacidn ordinaria 
del vector (x, y ) tiene como punto final el punto T que estd asociado con 
(x, y). En la Figura 1 — 6 se muestran varias representaciones geometricas de 
(2, 3); la flecha de color es la representacidn ordinaria. 
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Si una flecha cuyo punto inicial es 
S(a, b ) es una representaci6n geometri- 
ca del vector (x, y ), como se indica en la 
Figura 1 — 7, entonces el punto final del 
vector geometrico es el punto T(c, d) 
cuyas coordenadas satisfacen 

(c, d) = (a + x, b + y ). 


T(c,<0=T(a+*,6+y) 



Figura 1—7 


Reciprocamente, si una flecha cuyo punto inicial en S(<3, 6) tiene al punto 
T (c, d) como punto final, entonces la flecha es una representacidn geometrica 
del vector (x, y ), donde 

(x, y) = (c - a, d - b). 


Ejemplo 1. 


Sofucidn: 


^Cudles son las coordenadas del punto final T del vector 
geometrico correspondiente a (3,-2) si el vector tiene como 
punto inicial el punto S( — 1,4)? 


Un dibujo como el que aparece a 
la derecha ayuda a visualizar la 
situacidn. Si (c, d) denota las coor¬ 
denadas del punto terminal T de la 
flecha, entonces 


(c, d) — (—1 + 3, 4 + (—2)) 

= ( 2 , 2 ). 



Ejemplo 2. ^Que vector corresponde a la flecha cuyo punto inicial es 
S(3, 0) y cuyo punto final esT(—2, —5)? 



Observese que normalmente se emplea la notacidn S(x, y) para indicar un 
punto y sus coordenadas, (x, y) para denotar a un vector o a su representacidn 
geometrica. Se emplear&n letras en negro, tales como v, uy t para denotar 
vectores de (R 2 y letras cursivas como w, v y t para denotar ndmeros reales. En 
este libro se llamard frecuentemente escalares a los ndmeros reales. En 
manuscrito es a veces conveniente representar a un vector mediante una letra 
con una pequena flecha encima, como v, t, y s. Otra forma de denotar a un 
vector es subrayar la letra que lo represente, como v, t,ys. 
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Ejercicios 1—2 

En los Ejercicios 1—10, dibuje la flecha que representa al vector dado y que 
tiene como punto inicial (a) al origen, 0(0, 0); (b) Q(3, 2); (c) R(2, —1); 
(d) S( —3, -2); y (e) T(-2,0). 


Ejemplo. (4,2) 


So/ucidn: 



1. (1, 1) 3. (4,-1) 5. (-2,1) 7. (-6,-1) 9. (3,0) 

2. (3,4) 4. (2,-2) 6. (-3,4) 8. (-2,-4) 10. (0,-5) 

En los Ejercicios 11 — 20, calcule las coordenadas del punto final de la 
representacibn geombtrica del vector dado si su punto inicial es .(a) 0(0, 0); 
(b) Q(3, 2); (c) R(4, -1); (d) S( -3, 7); y (e) T( -6, -5). 

11.0,6) 15. (7,-8) 18. (-5,-9) 

12. (2,4) 16. (3,-4) 19. (-2,0) 

13. (-3,5) 17. (-3,-4) 20. (0,4) 

14. (-4, 1) 


En los Ejercicios 21—28, se dan las coordenadas de dos puntos, S y T. S es el 
punto inicial de la representacibn geombtrica de un vector (x, y), y T es su 
punto final. Diga cubl es el vector correspondiente en cada caso. 


21. S(l, 2), T(5, 4) 

22. S(3, 5), T(6, 8) 

23. S(2, -1), T(—3, 2) 

24. S(6, —4), T(— 1, 5) 


25. S(7, 12), T(—8, 3) 

26. S(4, -2), T(-3, 6) 

27. S(—6, —4), T(0, -4) 

28. S(—5, —2), T(—5, 6) 


29. Calcule cubl es el par ordenado (x, y) tal que la flecha que va desde 
S(x, y ) a T(7, 3) representa al mismo vector que la flecha que va de 
0(0, 0) a S. 
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30. Calcule cudl es el par ordenado (.x, y) tal que la flecha qae va de S(x, y) a 
T(9, —3) representa al mismo vector que la flecha que va de 0(0,0) a S. 

31. La flecha que va de R(3, 5) a S(x, y) representa al mismo vector que la 
flecha que va de S(x, y) a T(8, 1). Calcule (x 5 y ). 

32. La flecha que va de R( —4, —7) a S(x, y) representa al mismo vector que 
la flecha que va de S(x, >>) a T(4, 11). Calcule (x, y). 

33. Calcule cudl es el par ordenado (x, >0 tal que la flecha que va de S(x, y) a 
T(6, —2) representa al mismo vector que la flecha que va de Q(4, —7) a 
R(3, 1). 

34. Calcule cudl es el par ordenado (x, y) tal que la flecha que va de 
S( — 1, — 2) aT(xj) representa al mismo vector que la flecha que va de 
Q(2, 4) a R(8, —2). 


Operaciones Vectoriales Fundamentales 

1—3 Adicidn y sustraccidn de vectores 

El que cualquier vector (x l5 y x ) se pueda visualizar como la representacidn de 
una traslacidn de xi unidades en direcci6n paralela al eje x seguida de una 
traslacion de y x unidades en direccidn paralela al eje y sugiere que (xi, y{) se 
puede considerar a(x 1? jj) como la “suma” de los vectores (x^O) y (0, y x ). 
(Vease la Figura 1 — 8.) En general (vdase la Figura 1 — 9) una traslaci6n a lo 
largo de cualquier flecha que represente al vector Vi = (xi,^0 seguida de 




una traslacion del punto final de esta flecha a lo largo de la flecha que 
representa al vector v 2 = (x 2) > 7 2 ) produce como resultado una traslacidn 
total correspondiente al vector (xi + x 2 , yi + Esto nos permite definir 
la adicion de dos vectores de la siguiente manera: 

■ Si yi = (xi, yi) e (5i 2 y v 2 = (x 2 , ^ 2 ) E (H 2 , entonces 

vx + v 2 = (x u yO + (x 2 , y 2 ) = (x x + x 2 ,y t + y 2 )- 
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Ejemp/o 1. Calcular los valores de r y s tales que 


(r,s) = (3, 1)+ (-2,3), 

y dar la representacidn ordinaria de cada uno de los vectores , 
(r, s), (3, 1), and (-2, 3). 

So/ucidn: Se tiene 


(r, s ) = (3, 1) + (-2, 3) = (3 + (-2), 1 + 3) = (1, 4). 


La representacidn ordinaria 
de cada vector se*muestra a 
la derecha. 



Si se trazan lineas punteadas en la figura anterior completando un parale- 
logramo cuyos lados adyacentes sean las representaciones geom^tricas (ordina- 
rias) de los vectores (—2, 3) y (3, 1), entonces la diagonal del paralelogramo 
es la representacidn geom6trica (ordinaria) de la suma (1,4), como se muestra 
en la Figura 1 —10. Debido a esto, se dice que la adicidn de vectores se efectda 
de acuerdo con la regia del paralelogramo. 




Figura 1—11 


Tambien, como se muestra en la Figura 1 — 10, existe una flecha que repre- 
senta a (—2, 3) cuyo punto inicial es S(3, 1) y cuyo punto final es T(l, 4). 
Esto ilustra la regia del triangulo para la adicidn de dos vectores: Si una flecha 
que representa al vector v se dibuja con su punto inicial en el punto final de 
una flecha que representa al vector u, entonces la flecha que une al punto 
inicial de u con el punto final de v representa a la suma vectorial u + v 
(Figura 1 —11). 
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Puesto que para cualquier vector (x, y) EC R 2 , se tiene 

(x, y) + (0, 0) = (x + 0, y + 0) = (x, y), 

y 

(0, 0) + (x, y) — (0 + x, 0 + y) = (x, y), 

el vector (0, 0), llamado el vector cero, es el eleraento identico de la suma 
vectorial en (R 2 . El vector cero se representa usualmente mediante el simbolo 
0; su representacidn geometrica es simplemente un punto. 

El simbolo — v = — (x, y) representa al vector cuyas componentes son los 
negativos de las componentes de v = (x, y ). Es decir: 

Si x — (x, y) £(R 2 , entonces —v = — (x, y) = (—x, — y). 

Por ejemplo, si v = (2, —4), entonces — v = (—2, —(—4)) = (—2, 4). Pues¬ 
to que para cualquier vector v = (x, y ), entonces tenemos que 

v + ( v) = (x,y) + (~x, ~y) = (x + (-x\y + (-y)) = (0,0) = 0, 

v recibe el nombre de inverso aditivo, o negatlvo de v. Esto lleva a una 
defmicibn natural de diferencia de dos vectores: 

B Si vi = (xi, yi) e (R 2 y v 2 = (x 2) y 2 ) £ (ft 2 , entonces 

Vi - v 2 = Vi + ( v 2 ) 

= (x u yi) + (-X2, -y 2 ) 

= (*1 - * 2 ,y 1 - y 2). 

Ejemplo 2 . Calcule los valores de r y 5 tales que (/*, s) = (3, 1) — (—2, 3), 

y de la representacion ordinaria de los tres vectores 

(M), (3,1), y (-2,3). 

Solution: Se tiene 

(r, s ) = (3, 1) - (-2, 3) = (3, 1) + (2, -3) = (5, -2). 

La representacion ordinaria de cada uno de los vectores se 
muestra a continuation. 
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En el diagrama que aparece en el ejemplo 2, obsbrvese que el inverso 
aditivo de (2, —3), es (—2, 3), que tiene una representacibn geometrica 
ordinaria que es colineal y de la misma magnitud que (—2, 3), pero de. 
sentido opuesto. Notese tambien que la representacibn geometrica ordinaria de 
la diferencia de (3, 1) y (—2, 3), es (5, —2), es decir, es la representacibn 
geometrica ordinaria de la adicion de (3, 1) y (2, —3). 

En general la representacion geometrica ordinaria de — v es colineal y de la 
misma longitud que, v, pero de sentido opuesto. Se puede entonces obtener 
una representacion geometrica de la diferencia u — v aplicando la regia del 
paralelogramo, o la regia del tridngulo, a la suma u + (—v), como se indica 
en la Figura 1 — 13 (a). 

Hay otra forma de visualizar una sustraccion de vectores. Si por ejemplo,el 
vector diferencia 

(5,-2)= (3,1)- (-2,3) 


del Ejemplo 2 se representa mediante una flecha con punto inicial S(—2, 3), 
entonces su punto final T tiene las coordenadas o bien 


(-2,3) +(5,-2 ), o (3,1), 

y\ 

S(-2,3) 


como se muestra en la Figura 1 — 12. Esto 
ilustra lo siguiente: Si u y v son dos 
vectores cualesquiera de (R 2 , entonces la 
diferencia u — v satisface 


^(5,-2) 

1 ) 

-’**'’1 1 -1 a. 

v + (u - v) = u, 

1 1 o 

I I 1 ► 

X 

existen flechas que representan a u, v, y 
u — v tales que forman un tridngulo en el 

Figura 1—12 


piano, con las flechas dirigidas como se muestra en la Figura 1 — 13(b). Esto a 
su vez explica por que se dice a veces que u — v es “el vector que va de v a u”. 


(a) 


(b) 



Figura 1—13 



En la siguiente lista aparecen las propiedades fundamentales de la adicibn 
vectorial. La demostracion de estas propiedades se considerard en los ejercicios 
(pdgina 13). 
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Propiedades de la adicion vectorial 


y y s son vectores en (ft 1 2 3 4 5 6 , entonces 

1. u + v G (ft 2 

2. u + v = v + u 

3. (u + v) + s = u + (v + s) 

4. u + 0= uy0 + u = u 

5. u + (-u) = 0 y (-u) + u = 0 


Cerradura 
Conmutatividad 
Asociatividad 
Identico aditivo 
Inverso aditivo 


Notese que estas propiedades tienen formalmente la misma apariencia que 
las propiedades de la adicidn de ndmeros reales (vdase la p&gina 392). 
Observese que, en particular, tal como en el caso de la adicidn de ndmeros 
reales, la adicion de vectores es b&sicamente una operacidn binaria; la suma 
de tres o mas vectores se define mediante 


u + v + s = (u + v) + s, 
u+v+s+t= (u + v + s) + t, 


y asi sucesivamente. Claro estd que, puesto que la adicidn de vectores es 
asociativa y conmutativa, se puede sumar vectores en grupos de dos, los que 
convengan, y obtener el mismo resultado. 

Otra propiedad importante de los vectores y de los ndmeros reales es el 
Principio de Sustitucidn. 

| El cambiar el simbolo mediante el cual se representa a un objeto 

matem&tico dentro de una expresidn matemdtica no altera el 
significado de la expresidn. 

En referencia a la adicion vectorial,este principio se puede enunciar de otra 


manera: 


Si u = v y s = t, entonces u + s = v + t. 


Ejercicios 1—3 


En los ejercicios 1 —12,calcular los valores derys tales que las afirmaciones 
sean verdaderas. Hacer un diagrama que muestre la representaciones 
geomdtricas ordinarias de todos los vectores que se mencionan. 


1. (r,s) = (4,1)+ (2,-3) 

2. (r, s) = (3,4)+ (-1, -5) 

3. (r,5)+ (3,-1) = (2,5) 

4. ( r , s) + (6, -2) = (7, 3) 

5. (5,-3)+ (0,0) = (r,s) 

6. (2,-3) + (4,6) = (r, s) 


7. (r,s)« (7,-2)- (3,-5) 

8. (r, s ) = (6, 5) - (2, 3) 

9. (7, -3) - (r, s ) = (5, 1) 

10. (~2, 4) — (r, s) = (3, +2) 

11. (r, s) - (1,0) = (5, 4 

12. (r, s) — (3, -2) ==(4,5) 
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En los ejercicios 13-18, s = (—1,4), t = (3, 2), y u = (-4, -1). En^ori- 
trar un vector v, para el cual las ecuaciones dadas sean verdaderas / 

13. s - v = t 16. u + t = v - s 

14. v — s = u 17. t + s = t — v 

15. t + s = v - u 18. u — s — t + v 

/ 

En los Ejercicios 19—29, si a, u, v,s, y t son vectores en (R 2 , demuestre la 
validez de cada afirmacidn. 


Ejemplo. u + v e (R 2 . 

Solucidn: Sean u = (x^yi) y v = (x/^y^). Entonces 

u + V = (x u yi) ^(x 2 ,y 2 ) = Oi + x 2 ,y 1 + 

Puesto que la adicidn ^s cerrada en (R, x\ + x 2 E \JS( y yi + y<z 
E (R. Por lo tanto (x\ + x 2 ,y i + >* 2 ) E & 2 . ^ 


19. u + v = v + u 

20. (u + v) + s = u + 7 (V + s) 

21. v + (u — v) = u / 

22. Si u + v = 0, entonces u — — y. 

23. u + 0 = u 

24. u + (- 11 )/= 0 

25. s + t eM 2 

26. —u — v = — (u + v) 

27. Si u/4- v = t, entonces u = t — v. 

28. Sia + u = u, entonces a = 0 (unicidad del identico aditivo) 

29. /Si a + u = 0, entonces a = — u (unicidad del inverso aditivo) 


1—4 Magnitud y direccidn de un vector 

Para cada vector v = (x, y) en 6i 2 , existe un escalar tinico llamado norma o 
magnitud de v. La magnitud de v se denota por ||v|] y se define como 

■ [|v[| = x/* 2 + y 2 . 

De acuerdo con el uso tradicional del simbolo radical x/~T la magnitud de 
cualquier vector es no negativa. 

Observese, en particular, que si v = 0 = (0,0), entonces ||v|| = x/0 = 0. 
Reciprocamente si ||y|| — 0, entonces v — (0, 0) = 0, puesto que x/x 2 + y 2 
es 0 si y solo si tanto x como y son 0. Es decir |]v|| = 0 si y solo si v es el vector 
cero. 

Geometricamente la magnitud de un vector se puede interpretar como la 
longitud de una de las flechas que lo representan. Por ejemplo, si una flecha 
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que representa av = (x, y ) tiene su punto inicial en A (a, b ) 9 entonces v tiene 
su punto final en B (a + x, b + y), y usando la formula de distancia tenemos 

d(A, B) = V[ (a + x) — a ] 2 + [(b + y) — b ] 2 = \/x 2 + y 2 = ||y||. 

Ejemplo 1 . Calcular la magnitud de (3, --2). 

So/ucidn: ||(3, — 2)|| = VW^(-2) 2 = V9“+4 = Vl3. 


A cada vector no nulo v en (R 2 se puede asignar una direccion de la siguiente 
manera: 


Si v = (x,y) G (R 2 y v ^ 0, entonces 
medida del angulo 9 para el cual 

>+_ _ y 

Iv 


la direccidn de v es la 


sen 6 = Tl —tt = 


\/x 2 ~h y 2 


cos 6 '= tt~t7 = 


f 


( 1 ) 


y 0 < m°(d ) < 360 si d se mide en grados o 0 < m*(d) < 2w si 6 se 
mide en radianes. 

En el resto de este capitulo se medirdn todos los dngulos de direccidn en 
grados. * 

De las Ecuaciones (1) se sigue que 

V = (X, y) = (||v|| cos 6, ||v|| sen 6). (i) 

Por lo tanto, un vector queda determinado por su magnitud y su direccidn. 

Puesto que la direccion de un vector v se define como la medida de un 
angulo 6 , entonces al dngulo 9 se le llama el angulo de direccion de 
v.Geometricamente 9 se acota mediante una flecha que representa a v y el 
segmento que tiene el mismo punto inicial que v, que e$ paralelo al eje x y estd 
orienjtado en la direccion positiva del eje x (Figura 1-14). Se supone que el 
segmeiito paralelo al eje x es el lado inicial de 9. El segmento que contiene la 
flecha que representa a v, y que tiene el mismo punto inicial que esta flecha es 
el lado terminal de 6 . 


Figura 1—14 



Ejemplo 2. 

Solucion: 


Calcular la magnitud y direccion del vector (4, —3). 

Primero observese que ||(4, — 3)|| = VT6 + 9=5. 

Ahora, por definicidn, la direccion m°(9) de (4, —3) 
determina mediante 


sen 0 — 


-3 

5 


se 


4 

y cos 6 = - • 
J 5 
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(Notese, del diagrama adjunto, o bien 
del hecho que sen d < 0 y cos 0 > 
0, que el lado terminal de 6 estd en el 
cuadrante IV. Por lo tanto de la Tabla 
2 de la Pagina 389 se obtiene m°(6) = 
323° 10'. 



Si, para x ^ 0, se verifica cuidadosamente si x > 0 o si x < 0,y tambien 
se considera si y > 0 o bien si y < 0, entonces se puede emplear la 
identidad trigonometrica 


tan 6 = 


sen 6 
cos 0 


y 

x 


( 3 ) 


para obtener la direccion m°(6) de v = (x,y). Si y — 0, entonces m°(6) = 0 
o bien m°(6) = 180 segdn si i > 0 o x < 0, respectivamente. Si y ^ 0, 
entonces podemos usar la Ecuacion (3) con el objeto de calcular el angulo de 
referenda a, con 0 < m°(a) < 90, para el cual 


tan a — 


y 

x 


Entonces, tomando en cuenta Ips cuadrantes (vease Figura 1 — 15), tenemos 


m°(6) — m°(a) 
m°(0) = 180 - m°(a) 
m°(6) = 180 + m°(a) 
m°(6) = 360 — m°(a) 


Si x > 0, y > 0 
Si x < 0, y > 0 
Si x < 0, y < 0 
si x > 0, y < 0 


(cuadrante I), 
(cuadrante II), 
(cuadrante III), 
(cuadrante IV). 



m°(6) = m°(a) 





m°(0) = 180+m°(a) 


Figura 1—15 


m°(8) — 360 — m°(a) 
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Desde luego si x = 0 pero y 0, entonces m°(9) = 90 o m°($) = 270 
respectivamente para y > 0 o y < 0. 

Aplicando este metodo al vector (4, — 3) que aparece en el Ejemplo 2, se 
tiene 


tan 9 = 


-3 

4 


y 


tan a — 



3 

4' 


Entonces, empleando la Tabla 2 de la pagina 389 se obtiene m°(a) = 36° 50'. 
Puesto que x > 0 y y < 0, 

m°(d) = 360 - m°(a) = 323° 10'. 

N6tese que para el vector cero 0, la Ecuacion (1) de la pdgina 14 indicaria 

. 0 0 -00 

9 ”H" o y cos# -|ioro' 

Puesto que estas expresiones no tienen sentido, la direccidn de 0 no estd 
determinada. Sin embargo, en algunas situaciones es titil pensar que el vector 
cero tiene una direccion (vease el Ejemplo 3 que aparece a continuacidn). Por 
lo tanto, se conviene en que se puede asignar cualquier direccidn al vector 
cero. Esto es razonable geometricamente cuando se considera que la represen¬ 
tation ordinaria del vector cero (el origen) estd sobre todos los segmentos que 
tienen al origen como punto inicial. 

Si dos vectores tienen la misma direccidn, sus represehtaciones ordinarias 
est&n sobre el rnismo segmento, el cual tiene su punto inicial en el origen. En 
la Section 1 - 3 se menciona que la representacidn ordinaria del vector — v es 
colineal, y de la misma longitud, que aquella de v, pero en sentido opuesto; 
esto se demostrard m&s formalmente en el Ejemplo 4. Se dice que los vectores 
que tienen la misma direccion y que tienen sentidos iguales u opuestos, es 
decir, aquellos vectores cuyas direcciones son iguales o difieren por ±180°, 
son paralelos. Se dice que los vectores cuyas representaciones ordinarias 
forman dngulos rectos, es decir, cuyas direcciones difieren por d=90° o por 
±270°, son vectores perpendiculares u ortogonales. 


Ejemplo 3. Demostrar que los vectores v = (a, b) y u = (—b, a) tienen 
magnitudes iguales y son perpendiculares. 

So/uc/orr Las magnitudes son iguales puesto que 

||u|| = y/l^-b) 2 + a 2 = Va 2 + b 2 = [|v||. 

Para demostrar que los vectores son perpendiculares supdnga- 
se primero que v no es el vector cero. Se puede entonces 
establecer este resultado demostrando que los puntos 0(0, 0), 
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S(a, b), y T(— b, a) son los vertices de un tridngulo con 

hipotenusa ST (vease el siguiente diagrama). Se tiene 

[d( S, T)] 2 = (- b - a) 2 + (a - bf 

= (—b) 2 + 2a6 + a 2 + a 2 ~ lab + b 2 
= [(~b) 2 + a 2 ]+ [a 2 + b 2 ] 

= [d( O, T)] 2 + [d(0, S)] 2 , 

es decir 

l|u - v|| 2 = Iiu|| 2 +||v|| 2 . 

Por lo tanto, debido al inverso del Teorema de Pit&goras 



ZTOS es un dngulo recto, y u y v son vectores perpendicula- 
res. 

Si v es el vector cero entonces u y v son perpendiculares, 
pues se acordo que se puede asignar al vector cero cualquier 
direccion. Esto termina la demostracidn. 


Si v = (a, b) y u = ( — b, a ), considerando los posibles signos de a y b 
cuidadosamente, se puede ver (Ejercicio 39 en la p&gina 20) que si la represen- 
tacion ordinaria de v estd en el Cuadrante I, II, III o IV, entonces la represen- 
tacion ordinaria de u estd en el Cuadrante II, III, IV o I,respectivamente. Es 
decir, la representacidn ordinaria de u estd adelantada un cuadrante respecto 
a la representacidn ordinaria de v (en contra del sentido de las manecillas de 
un reloj). 

Ejemp/o 4. Demuestre que los vectores v = (a, b) y w = (— a, — b) tienen 
magnitudes iguales y que son vectores paralelos de sentidos 
opuestos. 

Solucion: Observese primero que 

l|w|| = VfWTT^W = = INI. 


(Continuation solution) 
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Si 6 y y 0 w son los angulos de direccion de v y w respectivamen- 
te, y si a ^ 0, entonces 

^ _ jy jj 

tan 0 V = - y tan 0 W =-— - • 

a J —a a 

Se puede emplear el metodo que aparece en la pdgina 15 para 
determinar las direcciones de v y w. Por ejemplo, supongase 
que la representacion geometrica ordinaria de v estd en el 
Cuadrante II. Entonces a < 0 y b > 0. Es decir — a > 0 y 
—b< 0, y la representacion geometrica ordinaria de w estd 
en el Cuadrante IV. Puesto que tan 6 V =tan d w , entonces <9 V 
y 0 W tienen el mismo dngulo de referenda a. Se tiene pues que 
m°(Qy) = 180 — m°(a) y m°(0 w ) = 360 — m°(a), de modo 
que m°(0 w ) — m°(d y ) — 180. Por lo tanto, v y w son vectores 
paralelos con sentidos opuestos. 

Si la representacion geometrica ordinaria de v estd en los 
Cuadrantes I, III o IV, la demostracidn es similar y el lector 
debe llevarla a cabo. El estudio de los casos en los que v estd 
sobre un eje, o v es el vector cero, deben llevarse a cabo tambien. 

(Una demostracion equivalente de que v y w tienen sentidos 
opuestos emplea el resultado del Ejemplo 3 y el hecho que los 
vectores 


u = (— b,a ) y w = (—a, —b) 

mantienen la misma relacion entre si que los vectores 
V = (a, b) y u = (- b, a), 

si — b y a reemplazan a a y b respectivamente. Por consiguien- 
te, si v^0, u es perpendicular a v y estd adelantado un 
cuadrante respecto a v, y w es perpendicular a u y estd 
adelantado un cuadrante respecto a u). 


Ejercicios 1 —4 


En los Ejercicios 1 — 16,calcular la magnitud y la direccidn del vector dado. 
Hay que emplear la Tabla 2 de la Pdgina 389 para calcular los dngulos de 
direccion con una precisidn de diez minutos. 


1. (3,3) 

2. (-5, -5) 

3. (V3, 1) 

4. (-1, V3) 

5. (-3,4) 


6 . (5,-12) 

7. (- 2 , 0 ) 

8 . (0, -4) 

9. (- 6 , - 8 ) 
10. (12, -5) 


11 . (3,2) + (0, -6) 

12. (-2,4) + (-3,8) 

13. (6,5) + (-2, -3) 

14. (-3,4) + (6, -1) 

15. (5,1)- (2,-2) 

16. (7, -3) - (-5,2) 
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En los Ejercicios 17—24,calcule aproximadamente cada vector v = (x, y) e <R 2 
mediante la f6rmula 


v = (X y) = (||v|| cos 8, ||v|| sen 8). 

Emplee la Tabla 2, pdgina 389, para calcular los valores de cos 8 y sen 8 con 
dos cifras decimates. 


17. ||v|| = 5; m°(8) => 30 

18. |jvjj = 3; m°(6 ) = 45 

19. ||v|| = 6; m°(d) = 90 

20 . jj vjj = 10; m°(6 ) = 120 


21. 11 v j | = 2; m°(8 ) = 300 

22. ||vjj = 4; m°(8 ) = 285 

23. j|v|| = 7; m°(6 ) = 210 

24. ijvjj = 8; m°(8 ) = 180 


En los Ejercicios 25—30,0810016 el valor de x o y tal que el primer vector sea 
(a) paralelo y (b) perpendicular al segundo. 


Ejemplo. 

So/ucion: 


(x 3), (2, 5) 

(a) Sea a el dngulo de direccion de (x, 3) y 8 el dngulo de 
direccion de (2, 5) entonces 

♦ 3 t „ 5 

tan a = - y tan 8 = ^ • 

x J 2 

(b) Si las tangentes de los dngulos de direccion de dos vectores 
son iguales, entonces los vectores tienen la misma direccion, 
pero pueden tener sentidos opuestos y por lo tanto son 
paralelos. Es decir (x, 3) y (2, 5) son paralelos si 

3 5 6 

x 2 0 * ~ 5' 

Del Ejemplo 3, pdgina 16, se sabe que (—5, 2) es perpendi¬ 
cular a (2, 5). Por lo tanto (x, 3) y (2, 5) son perpendicula- 
res si (x, 3) y (—5, 2) son paralelos, es decir, si 



25. (x, 4), (6, 8) 27. (3,X>, (-2, 3) 29. (x, -2), (-3, 5) 

26. (x, 5), (2, 9) 28. (5,^), (7, -1) 30. (-3,^), (4, -1) 

En los Ejercicios 31 — 36,calcule los vectores que se requieren, expresando lajs 
respuestas en forma radical. ( Sugerencia : Emplee las Ecuaciones (1) y (2) de 
la pdgina 14.) 


31 . Un vector (x, y ) cuya magnitud es 5 y tiene la misma direcci6n que (3, 7). 

32. Un vector (x, y) cuya magnitud es 2 y tiene la misma direccidn que 
(2, -3). 

33. Un vector (x, y) cuya magnitud es 3 y que es perpendicular a (5, 2). 

34. Un vector (x, y) cuya magnitud es 6 y es perpendicular a (—3, 4). 

35. Un vector (x, y) cuya magnitud es igual a la de (4, —3)'. y cuya direccidn 
es la misma que la de (1, \/3). 

36. Un vector (x, y) cuya magnitud es igual a la de (—5, 12) y cuya direcci6n 
es igual a la de (—2, 2). 
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* 37. Demuestre que para todos los vectores uyv G (ft 2 , ||u + v|| < Hull + IM|. 

* 38. Demuestre que para todos los vectores uyv G(R 2 , I|u - v|| < Hull + ||v||. 

* 39. Demuestre que si x y y son ambos distintos de cero y (x, y ) estd en el 

Cuadrante I, II, III 6 IV,entonces (—y, x) estd en elCuadrante II, III, IV 
6 I respectivamente. 

* 40. Demuestre que si x y y son ambos distintos de cero y estd en el cuadrante I, 

II,III 6 IV,entonces (y, —x)estd en el cuadrante IV, I, II 6 III, respectiva¬ 
mente. 


1—5 Multiplicacidn de un escalar por un vector 

Si v = (x, y) E (ft 2 , entonces 

v + V + v = (v + v) + v 

= (X + y + y) + (X , y) 
= (x + x + x, y + y + y) 
= (3x, 3 y). 


Figura 1—16 


Por analogia con los ndmeros reales, este resultado sugiere que se pueda 
definir 3v como 

3v = 3(x, y) = (3x, 3^). 

En la Figura 1 —16 se muestra una representacidn geometrica del vector 
v + v + v = 3v. En general, se dice que: 

■ Si v = (x, y) E (ft 2 y si r E (ft, entonces 

n = r(x, y) = (rx, ry ). 

El vector rv se llama multiplo escalar de v. N6tese que la multiplication de 
un escalar por un vector es un vector . 

Si v = (x, y), entonces la magnitud del vector rv es 

IIK*. jOII = ||(«c,r)0|| = Vr 2 x 2 + 72^2 = y 2 ) = \r\Vx* + y 2 . 

Por lo tanto, 

■ ll^ll = |r| IW|. 


La direccidn del vector rv es la misma que la de v, pero su sentido puede 
ser opuesto. Es decir, 

los vectores v y rv son paralelos. 

Esto se puede demostrar como sigue: Supdngase que 6 es el dngulo de 
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direcci6n de v = (x, y) y que « es el dngulo de direccidn de rv = ( rx , r;;). 
Entonces si r ^ 0 y x ^ 0, se tiene 

tan 6 — - » 
x 


tan a 


_ ry_ _ y 


rx 


Puesto que tan 6 = tan a,: entonces v y rv son paralelos. 

Si r 7 ^ 0 y y ^ 0, pero x = 0, entonces :rx — 0 y ry ^ 0. Por lo tanto, 
m°(0) = 90 6 270, y m°(a) = 90 6 270. Nuevamente v y ry son paralelos. 

Finalmente, si r = 0 6 v = 0,, entonces ry = 0. Puesto que se ha 
acordado asignar al vector cero cualquier direccidn que convenga, se puede 
considerar que ry es paralelo a v en cualquiera de estos casos. 

En realidad,estudiando cuidadosamente los signos, se puede demostrar que 
si r > 0, entonces ry tiene la misma direccidn y sentido que v, y si r < 0, 
entonces rv tiene la misma direccidn pero sentido opuesto. Estos resultados se 
muestran en la Figura 1 — 17. 


Rgura 1-17 



Se ha visto que para cualquier v e (ft 2 y cualquier r e (ft, los vectores v y 
ry son paralelos. Si v ^ 0, entonces sucede tambi6n lo contrario, tal como se 
inuestra en el Ejemplo 1 a continuaci6n. Por lo tanto: 


■ Si u y v E (ft 2 con v ^ 0, entonces u y v son vectores paralelos si y 
s61o si existe un escalar r tal que u = rv. 

Ejemplo 1. Demuestre que si u y v son vectores paralelos y v ^ 0, 
entonces existe un escalar r para el cual se tiene u = rv. 

So/ucidn: Si u = 0, entonces u = Ov y r = 0. Por otra parte, sean 

u — (xj, j>i)y v = (x_>, y 2 ), y sean 0 tl y 0 V los dngulos de dire- 
cci6n deny v respectivamente. 


(Continua solution) 
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Entonces se tiene 


= 

Hull 

cos 0u = 

Xl 

nun * 

y2 

cos 6y = 

X2 

~ II vf 

N ' 


Puesto que por hipotesis uyv son paralelos entonces 

m°(9 u ) = m°(0 v ) o bien m°(0 u ) = m°(d v ) db 180. 

Si m°(0 u ) = ra°(0 v ) =L 180, por ejemplo, entonces se sigue 


que 


y i __ -^ 2 


Hull 


-*2 


Estas ecuaciones indican respectivamente que 


yi - urn y» 


Xl - || n *2- 


|jU|| 

Por hipbtesis ||v|| ^ 0, de tal manera que — p-- es un 
numero real r. 


entonces y \ = ry 2 y Xj = rx 2 , 

y 

(jc i, ji) = r(x 2 ,y 2 )> o sea u = rv, como se queria demostrar. 

Se encomienda al lector la demostracidn para el caso 
m°(6 u ) — m°(d y ) . Esta demostracidn es similar a la que se ha 
presentado en este ejercicio. 

Empleando las propiedades de los nfimeros reales (p&gina 394) junto con 
las definiciones que aparecen en este capitulo, se puede demostrar que los 
productos de vectores por escalares obedecen las siguientes leyes: 


Propiedades de la multip/icacidn de un vector por un escalar: 
Si u y v son vectores en (R 2 y r y s son escalares, entonces 


1. ru G (R 2 

2. (rs)u — r(su) 

3. lu = u 

4. ru = 0 si y solo si r = 0 u = 0. 

5. -lu - —u 

6 . r(u + v) = ru + rv y 
(r + s) u = ru + sn 

1. Ml = \r\ INI 


Cerradura 
Asociatividad 
Identico multiplicativo 
Cero multiplicativo 
Inverso aditivo 
Propiedad distributiva 

Propiedad de la magnitud respec 
to a mdltiplos escalares 
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La primera parte de la propiedad 6 se demuestra en el Ejemplo 2 a 
continuacion. La propiedad 7 se demostrd en las pdginas 20-21. La demostra- 
cion de las demds propiedades se considerard en los ejercicios (Ejercicios 
35-41, pdginas 25-26). 


Ejemplo 2. Demuestre que si /• e (R, v = (x b yi) G (R 2 , y t = (x 2i y 2 ) £ (R 2 , 
entonces 


r(v + t) = ry + rt. 

Solucion: Se tiene 

r(\ + t) = r[(x u yi) + (* 2 ,^ 2 )] = K*i + x 2 ,y 1 + y 2 )- 

Por definicion de multiplo escalar, 

r(x 1 + x 2 , yi + y 2 ) = (K*i + * 2 ), + ^ 2 ))- 

Debido a la ley distributiva de los ntimeros reales, 

(K *1 + X 2 ), Kyi + y 2 )) = (rx I + rx 2 , ry x + ry 2 ). 

De la definicion de adicion de dos vectores, 

0*i + rx 2 , ry 1 + ry 2 ) = (rx u ry 1 ) + 0 * 2 , ry 2 ). 

Empleando la definicion del producto de un escalar por un 
vector nuevamente se tiene 

0*i, ry 1 ) + (rx 2 , ry 2 ) - r(x u yi) + '*(* 2 ,^ 2 ) = nr + f% 

quedando terminada la demostracion. 


Un vector cuya magnitud es 1 recibe el nombre de vector unidad. Por 
ejemplo es un vector unidad, pues 

IK*, mi = V(*)2 + d)2 = va+H = Vfi = 1. 


Se puede representar a cualquier vector (x, y) en terminos del producto de 
un escalar y de un vector unidad que tenga la misma direccidn que (a\ y). 
Para el vector cero esto es trivial, puesto que para cualquier vector unidad 
u, Ou = 0. Para un vector no nulo (x, y ), notese primero que 


V^ 2 + 


(x, y). 


La m 


2 / *.> „ : - v - U 

\Vx- + y 2 Vx 2 + y 2 / 

agnitud de (— — x — = - ) estd dad a por 

Wx 2 + y 2 ’ Vx 2 + y 2 ) 

/_*_ s _y_\ | = lx 2 + y 2 = , _ 

VV ^2 y 2 \/X 2 + y 2 ) I + y~ 


( 1 ) 
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Puesto que (x, y) es un mfiltiplo escalar def— 7 ===== , y y 

Wx 2 + y 2 Vx 2 + j> 2 / J 

Vx 2 + .y 2 es positivo, (x, y) tiene el mismo sentido que (^r^r 

y \ 

, - = ] . Por lo tanto, 

Vx 2 + w 




\VxM- y 2 \/x 2 + y 2 ) 


es el vector unidad que tiene la misma direccidn que (x, y), y el producto 
deseado aparece en el miembro izquierdo de la Ecuacidn (1) en la p&gina 23. 
Se puede abreviar esta ecuacidn escribiendo 


(llvil) “ v - 


( 2 ) 


Ejemplo 3. Calcule cual es el vector unidad que tiene la misma direccidn 
que (-4, 1). 

Solucidn: Se tiene 

||(-4, i)|| = = \/l7. 

Por lo tanto , el vector unidad que tiene la misma direccidn 
que (—4, 1) es 


Puesto que las componentes de 






son sencillamen- 


+ y 2 9 Vx 2 + y 

te cos 0,y sen d respectivamente, donde d es el dngulo de direccidn de (x, y ), 
la Ecuacion (1), pdgina 23, se puede escribir tambien en la forma 

j|v|! (cos d , senfl) = v. (3) 

Esta es la forma factorizada de la Ecuacidn (2), pdgina 14, que permite 
calcular v en terminos de su magnitud y de su dngulo de direccibn. 

Ejemplo 4. Exprese al vector (\/2, \/2) en terminos de su magnitud y de 
su dngulo de direccion 6. 

Solucidn ; Se tiene 

||(V2,\/2)!| = V2+~2 = V4 = 2. 


Ahora, 


\J2 

COS 6 = —~ y 


sen Q ~ 


V2 


de donde m°(6) — 45. Por lo tanto, de la Ecuacion (3) 
(\/ 2 , V2) m 2 (cos 45°, sen 45°). 
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Ejercicios 1—5 


En los Ejercicios 1 — 8,sea r = 3, s = — 2 , u = (1,3), v = (—2, 5), m = (— 1, 
-3), y n = (0, -1). Exprese cada una de las siguientes cantidades en 
forma de un par ordenado o de un escalar segun sea el caso. 


1. m + s\ 

2. r (u + v) 

3. (r + s) m 

4. (r + s)( u + v) 


5. \\rm — sy\\ 

6. ||/rn|| - ||sv|| 

7. ||s 2 v|| - ||s 2 n|| 

8. ||rsu|| + ||m|| 


En los Ejercicios 9—14,calcule cubl es el vector unidad que tiene la misma 
direcci6n que el vector dado. 


9. (-1,2) 11. (3,6) 13. (-4,-2) 

10. (2,5) 12. (4,-1) 14. (-3,5) 


En los Ejercicios 15—20,determine si los dos vectores dados son paralelos o 
no. 


15. (3,4), (15,20) 

16. (-9,6), (3, -2) 

17. (2, -3), (IB, -24) 


18. (9,7), (-81,-56) 

19. (4,-1), (-12,3) 

20. (5,3), (-1,-0 6) 


En los Ejercicios 21—26, exprese cada vector en tbrminos de su magnitud y 
de su bngulo de direccibn de acuerdo con la Ecuaci6n (3), pbgina 24. Emplee 
la Tabla 2, pcigina 389, cuando sea necesario para determinar m°{6) con una 
precisibn de 10 minutos. 

21. (V3, 1) 23. (3,-5) 25. (-2,-7) 

22. (l,-2\/2) 24. (V7,3) 26. (\/To, -VT5) 

En los Ejercicios 27 — 34,encuentre un vector unidad perpendicular al vector 
dado. 


Ejemp/o . (3,-2) 

So/ucidn: Del Ejemplo3, p&gina 16, un vector perpendicular a (3, — v 2) es 

(2, 3). El vector unidad en la direccidn de (2, 3) es 

(v22 + 32 ’ \/2 2 + 32 ) ’ ° (\/l3 ’ vn) 

27. (2,2) 29. (3,7) 31. (3,0) 33. (a,bj 

28. (-3, 3) 30. (2,-2V3) 32. (0,-4) 34. (<r, 2«) 

Para ry sg(R,u = (x,, y,) e (R 2 , y v = (x 2 , y 2 ) E (R 2 , demuoetfb^ue £ada 
afirmacibn que aparece en los Ejercicios 35—41 es vblida. 

35. m e (R 2 

36. («)v = r(sv) 


37. lv = v 

38. — lv = — v 
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39. (r + s)v = r\ + sv 

40. ru = 0 si y s61o si /* = 0 6 u = 0. 

41. (r + s)( u + v) = ru + /*v + su + sv 

* 42. Demuestre que si ||u + v|| = ||u|| + j|v||,, entonces u y v tienen la misma 

direccion. 

* 43. Demuestre que si u y v tienen la misma direccion entonces |ju + v|| = ||u|| + 

IMS- 

1—6 Producto interno de vectores 

Si u y v son vectores no nulos y u es perpendicular a v, entonces u, v, y u — v 
(el vector que va de v a u) tienen representaciones geometricas que forman un 


Figura 1—18 


tridngulo rectdngulo. (Figura 1 —18). Aplicando el Teorema de Pitdgoras a este 
w tridngulo, se tiene 

llu - v || 2 = Hull 2 H- (1) 

Ahora,con u = ( X\,y\) y v = (x 2i y 2 )A& Ecuacion (1) es equivalente a 

(xi — x 2 ) 2 + (yi — y^) 2 = (x\ + y\) + (*2 + jl)- (2) 

Si el primer miembro de la Ecuacion (2) se desarrolla, se encuentra que 

*i — 2 a:iX 2 + + yi — 2 yiy 2 + y\ = (*i + yi) + (*! + y\), 

o bien, ordenando los terminos del primer miembro, 

(*i + yi) + (*2 + yl) — 2 (xix 2 + y\y 2 ) — C*i + yi) + ( x 2 + y 2 ). (3) 

Sumando — (x\ + y 2 ) — (x 2 + y\). a cada miembro de la Ecuacion (3) se 
obtiene 



de donde, 


— l(x\X 2 + y x y 2 ) = 0 , 


*1*2 + y iy 2 = o. 


(4) 


Cada paso de este proceso es reversible, asi que la Ecuacidn (4) implica la 
Ecuacion (1); por el inverso del Teorema de Pitdgoras la Ecuacidn (1) implica 
que u es perpendicular a v. Ademds, si u, o bien,v, es el vector cero, entonces u 
y v se puede considerar como perpendiculares, y claramente se satisface la 
Ecuacion (4). Se concluye entonces que 


u = (^i, JPi) y v = {x 2 ,y 2 ) son vectores perpendiculares 
si y s61o si XiX 2 + y x y 2 = 0 . 


( 5 ) 
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La expresion x x x 2 + y x y 2 ocurre con tanta frecuencia cuando se trabaja 
con vectores (no solamente con vectores perpendiculares) que se le da un 
nombre, y se le asigna un simbolo especial. Se llama producto interno, 
producto punto o a veces producto escalar de los vectores (x u y x ) y ( x 2 , >>2), y 
se representa a este producto mediante el simbolo (jc 1s y x ) • (x 2 , ^ 2 )- Es decir, 
se tiene la siguiente definicion. 


| Si u = (jt l5 y x ) G (R 2 y v = (x 2 , y 2 ) E (ft 2 , entonces 
U' V = (Xi,^i)- (x 2 ,y 2 ) = *1*2 + ^1^2- 


N6tese que el producto interno de dos vectores es un escalar , a saber el 
numero x x x 2 + y\y 2 - P° r ejemplo, 

(1, 3) • (— 1, 2) = (1)(-1) + (3)(2) = -1 + 6 = 5, 

(2, 3). (7,-5)= (2)(7) +(3)(-5) = 14 + (-15)= -1, 

y 

(0, 0) • (1, 3) = (0)(1) + (0)(3) = 0 + 0 = 0. 

La afirmacion (5) que aparece en la pdgina 26 se puede escribir de la siguiente 
manera en terminos del producto interno de u y v: 

Siu G <ft 2 y v G (ft 2 , entonces u y v son vectores perpendicula¬ 
res si y solo si u • v = 0. 

Ejemplo 1. Demuestre que (3, 6) y (—2, 1) son vectores perpendiculares. 

Solucion: Se tiene 

(3, 6) • (—2, 1) = (3)( —2) + (6/)(l) = -6 + 6 = 0. 

Por lo tanto (3, 6) y ( — 2, 1) son vectores perpendiculares. 


Se vio en el Ejemplo 3, pdgina 16, que los vectores de la forma (*, y ) y 
(— y, x) son perpendiculares. Se puede ahora confirmar esta afirmacion 
facilmente notando que 

(*> y) ■ (-y, x) = (x)(-y) + 0)00 = -xy + xy = 0 . 

Puesto que (—y, x) se emplea muy frecuentemente al trabajar con vectores se 
le asigna un simbolo, Se define pues al vector v P como sigue: 

H Si v = O, y\ entonces v P = (— y, x). 


Claramente se tiene que v • v P = (x, y) • (— y, x) = 0. 
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Ejemplo 2. Encuentre un vector mnidads perpendicular al vector (—2, 4). 

So/ucidn: Si v = ( — 2, 4), entonces v P — (—4, —2) es perpendicular a v. 
Por lo tanto un vector unidad perpendicular a v^es 

Vp = (-4, -2) 

INI VMT? + (-2)2 

= (-4, -2) = (-4, -2) = (-4, -2) 

Vl6 + 4 \/20 2V5 



Es fdcil verificar que el producto interno de vectores tiene las siguientes 
propiedades: 


Propiedades del producto interno de vectores 
un escalar, entonces 


Si u, v,son vectores de (R 2 y r es 

1. u • v = v • u 

2. r(u • v) = (ru) • v 

3. s • (u + v) = S • U + S • V, y 
(u + v) • S = U-S + V’S 

4. v • v — ||v|| 2 


Conmutatividad 
Asociatividad escalar 
Distributividad 

Propiedad de la magnitud respecto 
al producto interno. 


La propiedad 4 se demuestra en el Ejemplo 3 a continuacidn. La demostracidn 
de las demds propiedades se encomienda al lector (Ejercicios 31—34, p&gina . 


29). 


Ejemplo 3. Demuestre quev • v = ||v|| 2 . 

Solucidn: Sea v = (x, y). Entonces 

V • V = (x, j) • (x, y) = X 2 + y 2 = ||v|| 2 . 


Ejemplo 4. Demuestre que ||u -(- v|| 2 = ||u|| 2 + j|v || 2 + 2u • v. 


Solucidn: Empleando las propiedades del producto interno se tiene 


||u + v || 2 = (u + v)- (u + V) 

= u • (u + v) + v • (u + y) 

= U'U + U*V + VU + V«V 
= U‘U + v*v + 2u’V 

= Hull 2 + |jy|| 2 + 2u-V 


Propiedad de la magnitud 
Distributividad 
Distributividad 
Conmutatividad y 
asociatividad 

Propiedad de la magnitud 
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Observando que u — v = u + (—v), que u • (—v) = — (u • v), y que 
II — v|| = i|v||, se puede emplear el resultado del Ejemplo 4 para demostrar que 

||u — v|| 2 = jlujj 2 '+ Ijvjj 2 - 2u • v. 

De esta ecuacion se sigue que 

2u • v = ||u|| 2 + |jv|| 2 - |;U - v, 1 ; 2 . (6) 

Por lo tanto, 

„ • v = 1I U H 2 + IMI 2 ~ H u -lUi. 

2 

Es decir, el producto interno de los vectores u y v se puede expresar en 
terminos de sus magnitudes y de la magnitud del vector que va de v a u. 

Ejercicios 1—6 

En los Ejercicios 1— 8,calcule el producto interno de los vectores dados. 

1 . (- 1, 2), (3, 1) 4. (2, 0), (-3. 0) 7. (V3, 2), (2\/J, 5) 

2. (2, 4), (-4, 2) 5. (\/2, 3), (-1,5) 8. (-VJ, v'5), (y/2, V6) 

3. (0, 4), (-2, 0) 6. (4, v'5), (-3, 2v'3) 

En los Ejercicios 9— 16,encuentre un vector unidad perpendicular al vector 
dado. 

9. (3,4) _ 11. (-3, \/7) _ 13. (3,-1) 15. (-3,0) 

10. (2,-v'5) 12. (— 2v'3, V3) 14. (-5,-4) 16. (0,5) 

En los Ejercicios 17—24,encuentre un valor de x, o de y, tal que el primer 
vector sea perpendicular al segundo. 

17. (x, 5), (3, 1) 20. (3, y), (0, 2) 23. (-4, -y), (-3, -8) 

18. (x, -2), (3, -4) 21. (-x, 2), (2, 3) 24. (7, -y), (3, -21) 

19. (—4, y), (3, 2) 22. (-x, -2), (-1, -5) 

En los Ejercicios 25— 30,calcule u • v, si 0 , es el Angulo de direccibn de u y 0 2 
el Angulo de direccibn de v. Use los valores exactos de cos 0 y sen 0. 

25. ||u|| = 2, ot°(0,) = 30; |!.vj' = 4, m°(0 2 ) = 60 

26. ! ! u|l = 3, m°(6i) = 45; (IvN = 5 ,m°(0.>) = 30 

27. || u ■! = = 60; ’ v" = 4, = 150 

28. |: U || = 7 = 120; !|v| ! = 2, m°(8 2 ) = 135 

29. Hull = 3, /n°(0,) = 0; 'v'l = 4. m°(0,) = 330 

30. ||ul| = 6,/7J°(0,) = 180; l;v|; = 6, m°(0 2 ) = 270 

En los Ejercicios 31 —34,para r e (H, u = (x,, y,) e (ft 2 , v = (x 2 , y 2 ) e (Si 2 , y 
s = (x 3 , y 3 ) e (ft 2 , demuestre que la afirmacibn dada es correcta. 

31. u ■ v = v • u 33. S'* (u + v) = s • u + s • v 

32. r(u • v) = (ru) • v 34. (u + v)*s = u*s + v*s 
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35. Demuestre que si u es perpendicular a v, entonces — u es perpendicular 
a v. 

36. Demuestre que si u es perpendicular a v,entonces ru es perpendicular a v. 

37. Demuestre que ||u p |] = ||u||. 

38. Demuestre que (u p ) p = — u. 

39. Demuestre mediante un contraejemplo, que u • x = u • y no implica ni 
que x = y ni que u = 0. 

40. Demuestre mediante un contraejemplo, que u • x = 0 no implica ni que 
u = 0 ni que x = 0. 

* 41. Demuestre que si ||u + v|| = ||u — v||, entonces u y v son perpendicu- 

lares. 

* 42. Demuestre que (u — v) • (u + v) = ||u|| 2 — ||v|| 2 . 


Relaciones entre vectores 

1—7 Angulo formado por dos vectores 

En la Section 1—5 se vio que se puede emplear el concepto de multiplo escalar 
para determinar si dos vectores son paralelos o no. Existe otro metodo para 
determinar si dos vectores son paralelos o no, que es sencillo, y se aplica a 
cualquier vector incluyendo al vector cero. Este metodo emplea el producto 
interno. 

Sean u = y v = (*2> J2) dos vectores de (ft 2 . Observese que 

u • v p = (*!, y x ) • ( -y 2 , Xo) = -x,y 2 + yix 2 , 

y (Ejercicios 23, p&gina 33) que —x x y 2 + y ix 2 = 0 si y s61o si u es un 
multiplo escalar de v, es decir, si y s61o si u y v son paralelos. Por lo tanto: 

■ Si u = (Xi,^i) e<n 2 y v = (x 2 ,y 2 )e(ft 2 , entonces u y v son 
vectores paralelos si y solo si u • v p = 0, es decir, si y solo si 

(xi,yi)- (~y 2 , x 2 ) = 0. 

En la Figura 1 — 19 se ilustra la interpretation geometrica de este resultado 
para el caso en el que tanto u como vseandistintos de cero. 



Figura 1—19 
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Ejemplo 1. Demuestre que los vectores ( — 1, 4) y (3, — 12) son paralelos. 

Solucidn: Sean u = (-1,4) y :v = (3, —12). Entonces v p = (12,3), y 

u * v p = ( 1,4)* (12, 3) = (- 1 )( 12) + (4)(3) = - 12 + 12 = 
0. Por lo tanto,u y v son paralelos. 

Recuerdese de la trigonometria que la Ley de los Cosenos afirma que en un 
triangulo ABC donde a, b y c son las longitudes de los lados opuestos a los 
dngulos A, B y C respectivamente, 

a 2 = b 2 + c 2 — 2bc cos A . (1) 




Sean ahora u y v dos vectores no nulos y no paralelos, y compdrese al 
tridngulo A ABC de la Figura 1 — 20 con el tridngulo formado por la 
representacion geometrica de los vectores u, v y u — v en la Figura 1-21. En 
esta figura es el dngulo que forman las representaciones geomdtricas ordina- 
rias de u y v, a recibe el nombre de angulo entre los vectores u y v. Puesto que 
a es un dngulo de un tridngulo, m°(a) estd entre 0 y 180. Si, en la Ecuacidn (1) 
se sustituye a a por ||u — v||, a b por j|u|l, a c por ||y|j, y a A por a, se tiene 

|ju - v|| 2 = ||u|i 2 + 'jv|| 2 - 2||u|] ||V|| COS a, (2) 

que se puede escribir en la forma 

2j!u|[ |jv|| coso! = j|u|| 2 + l;v|| 2 — Mu — v11 2 . (3) 

Entonces, debido a la Ecuacion (6) de la pdgina 29 se puede reemplazar al 

segundo miembro de la Ecuacidn (3) por 2u * v para obtener 


de donde, 


2||uj| ||v|| cos a = 2u • V, 


COS a 


U • V 

TO" 


(4) 

(5) 


La Ecuacidn (5) es tambien vdlida (Ejercicios 21 y 22, pdgina 33) si los 
vectores no nulos u y v son paralelos. Entonces, dados dos vectores no nulos u 
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yvsiempre se puede empledr la Ecuacion (5) para identificar la medida del 
dngulo a, con 0 < m°(a) < 180, que separa a sus representaciones geometri- 
cas ordinarias. (Si u o v, o/ambos son cero, entonces un dngulo a de cualquier 
medida se puede consular como el dngulo entre u y v; sin embargo, para 
abreviar, es posible ref^rirse al dngulo a , entre u y v aun en este caso, 
queriendo decir “el dngdlo asignado” a.) 

Ejempfo 2. Encuentre el valor aproximado del dngulo entre los vectores 
(2,3) / (-1,4). 

Solucidn: Sean /u = (2, 3) y v = (—1,4), Entonces 

I'uji = \/5 m=~P = Vl3 y |]v|| = V(-1 Y+r- = VTi, 

de manera que, usando la Ecuacion (5), 

/ ViiVii V 221 

_ 1 

De la Tabla 1, en la pdgina 388 a/221 = 15. Entices, 
cos a = If = 0.67. 

De la Tabla 2,en la pdgina 389 se obtiene 


m°(a) = 48. 

Si rfi°(a) = 90, entonces la Ecuacion (5) de la pdgina 31 se puede escribir 
como 


cos 90° 


Nl IM! ’ 


o bien puesto que 90° = 0, 


ll«ll l|v|| 


= 0 . 


( 6 ) 


Puesto que ||u|| ^ 0 y ||v|| ^ 0,, la Ecuacion (6) es equivalente a 


u • v = 0. 


Este resultado es consistente con el criterio (pdgina 27) para determinar si los 
vectores u y v son perpendiculares. 

Tambien se puede emplear la Ecuacibn (5) de la pdgina 31 para determinar 
si dos vectores no nulos u y v son paralelos. Se ha visto que las medidas de los 
angulos de direccion de dos vectores paralelos son;o bien iguales, o difieren 
por ±180°. Entonces la medida del dngulo entre dos vectores paralelos es 
0° o bien 180°. Por lo tanto, como cos 0° = ly cos 180° = — 1, los vectores u 
y v son paralelos si y s61o si 

u • v 

W ¥ 


fi — 1 o bien ~ 1 • 


(7) 
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Ejercicios 1—7 


En los Ejercicios 1 — 12, determine si los pares de vectores dados son 
paralelos, perpendiculares o bien oblicuos. Si son oblicuos, calcule cu£l es la 
medida del Angulo entre ellos con una precisi6n de un grado. 


1. (-1,2), (2,1) 

7. (V3, 1), (1, V3) 

2. (2, 3), (6, -4) 

8. (V2, V2), (0, 5) 

3. (-3,7), (6,-14) 

9. (4,-1), (-1,-4) 

4. (1,5), (-2,-10) 

10. (V2, V3), (-v^, -VW) 

5. (-4,3), (1,0) 

11. (V3, 3), (2, V2) 

6. (0, 1), (12, 5) 

12. (-2,V5), (V2, -5) 


En los Ejercicios 13— 16,calcule con una precisidn de un grado, la medida de 
los cingulos del tri£ngulo que tiene a los puntos dados A, B y C como 
vertices. 

13. A(0, 0), B(6, 0), C(3, -3V3) 15. A(l, 1), B(l, 4), C(5, 1) 

14. A(0, 0), B( —3, 4), C(4, 0) 16. A(-1, 2), B(3, 2), C(l, 5) 

En los Ejercicios 17—22, para los vectores no nulos u, v, y t en (R 2 , 
demuestre que las afirmaciones hechas son vSlidas: 


17. Si u || v y v || t, entonces u || t. 

18. Si u -L v y v _L t, entonces u || t. 

19. Si u _L v, entonces u ± — v. 

20. Si u || v, entonces el dngulo entre u y v es igual o bien al dngulo entre v y 
t o bien al suplemento de ese dngulo. 

21. Si u = nr, r > 0, entonces 


* 22. Si u = r\, r < 0, entonces 


u * v 

Hull IMI 




* 23. Demuestre que si u = y v = (x 2 ,y 2 ),. entonces — xiy 2 + 

yiX 2 = 0 si y s61o si u es m61tiplo escalar de v. ( Sugerencia : Para la parte 
“solo si” de la demostracion, considerense los siguientes casos: 


( 1 ) x 2 ^ 0 , 

(2) x 2 = 0 pero y 2 ^ 0, 

(3) (x 2 , y 2 ) = (0, 0). 
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1—8 Descomposici6n de vectores 

La suma s + t = v de dos vectores s y t es a veces llamada la resultante de s y 
t, a s y t se llaman las componentes vectoriales de v. En muchas ocasiones 
resulta titil expresar a un vector dado como la suma de dos componentes 
vectoriales no paralelas con direcciones dadas. El expresar a un vector v como 
la suma de componentes vectoriales que son mdltiplos escalares de dos 
vectores no paralelos dados s y t recibe el nombre de descomposicion del vector 
v en sus componentes paralelas a s y t, o bien a v se le puede expresar como 
una combination lineal de s y t (Figura 1—22). 




Es siempre posible descomponer a un vector dado de (R 2 en componentes 
vectoriales que son mdltiplos escalares de cualesquiera dos vectores no nulos y 
no paralelos s y t; de hecho, esto siempre se puede hacer simplemente 
resolviendo un par de ecuaciones lineales simultdneas. Los vectores s y t se 
llaman entonces la base del conjunto, o espacio, de vectores en (R 2 . 

En esta seccidn se considerard solamente el caso en que los vectores de la 
base sean perpendiculares (ortogonales). Un par particularmente importante 
de vectores unitarios ortogonales es el formado por i, j donde 

i = (1,0) y j = (0, 1). 

En la Figura 1—23 se muestra la representacidn geometrica ordinaria de i y j. 

Es fdcil expresar al vector v = (x, y) como la suma de mdltiplos escalares 
de i y j. Puesto que 


(x, y) = (x, 0) + (0, y\ 

y como (x, 0) = x(l, 0) y (0, y) = y( 0, 1), 


tenemos 


(x, y) = xi + yj. 


0) 
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En esta expresi6n de (, x, y) dado como una combinaci6n lineal de i y j, los 
escalares x y y se llaman las componentes escalares de (x, y) paralelas a i y j, y 
los vectores xi y yj son las componentes vectoriales de (x, y) paralelas a i y j 
(vease la Figura 1 — 23). 

Cualquier vector v de (ft 2 se puede escribir en una y s61o una 
combinacidn lineal de un par dado de vectores unitarios ortogonales u = («i, 
u 2 ) y Up = ( — w 2 , Ui). Es decir,(v6ase la Figura 1—24) hay una y s61o una 


Figura 1—24 

bup 


pareja de escalares ay b tales que 

v = au + bu p . (2) 

Para determinar los valores de a y &,t6mese primero el producto escalar de 
cada miembro de laEcuacidn (2) con u. Se obtiene 



u * v = u * (au + bu p ) 

= a (u • u) + b( u • Up). (3) 

Puesto que u * u = i|u || 2 = ly u • u p = 0, la Ecuacidn (3) es equivalente a 

u • v = a. (4) 


Ahora. tdmese el producto escalar de cada miembro de la Ecuacidn (2) con 
u p . Se obtiene 


o sea 


Up • V = Up • (au + Z>Up) 

= a(u p • u) + 6(u p * Up) 

= m + b( i), 

Up * v = b. 


(5) 


Por lo tanto, los dnicos ndmeros reales que satisfacen las condiciones 
impuestas a a y b son u • v y u p • v. 

Es posible comprobar que los valores u*v = ayu p *v = 6 satisfacen la 
Ecuacion (2) desarrollando la expresidn (u • v)u + (u p • v)u p (vease el Ejercicio 
30, pdgina 40). Por lo tanto, la ecuacidn 


H v = (u * v)u + (u p • v)u p (6) 

proporciona la descomposicidn dnica de cualquier vector v en (ft 2 en 
componentes que son multiplos escalares de los vectores unitarios ortogonales 

u y Up. 
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Se empleardn los simbolos Comp u v: y Comp Up v, para denotar a las 
componentes vectoriales de v paralelas a u y u p respectivamente. Por lo tanto, 

v = Compu v + Compu p v 

= (u • v)U + (lip • v)u p . 

Ejemplo 1. Calcule Comp„ v y Comp Up v si u = y v = (2, 1).' 

Solution: Observese primero que u es un vector mnidad : 

w " \/(vt) + (vj) “ >J[+1 ~ '• 

Puesto ,]U '" - (t! ' 7l) • M ,iene ■’ * (“ Vi ■ Vi) ■ 

Ahora, usando la Ecuacidn (6), pdgina 35, se expresa a v como 
la suma de componentes paralelas auy u p . Se tiene pues 


( 2 , 1 ) 



u + 



1 

V2 



*( 2 , 1 ) 


Up 



1 



Entonces 



Comprobacidn: (f, f) + (i -J) = (2, 1). 


Se puede expresar a un vector v como la suma de mdltiplos escalares de 
vectores ortogonales (no nulos) que no sean unitarios modificando la Ecuacion 
(6) pdgina 35. Supongase, por ejemplo, que se desea expresar a un vector v 
como la suma de un multiplo escalar de un vector no nulo t y de un multiplo 


escalar de t p . Recuerdese (pdgina 24) que 


Entonces notese que (Ejercicios 27, y 28, pdgina 39) 


es el vector en la direccidn de t. 

t, 

= 77TT7 y ^ ue T 

p 


(-) = tp 

\l!tl|/p lit 


p y que P es 
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el vector unidad en la direction de t p . Es decir, se puede sustituir a u por 
t t D 


y a p 0r Up en j a E cuac i^n (6), p&gina 35, para obtener 

tj !ti 


o bien 


(il'f') li'll + (ll'tl! ' v ) llill 


(7) 


( 8 ) 


que es la suma requerida. 

Los coeficientes escalares —- y — 

lltll t 


v , , . . t tp 

- de los vectores unitarios — y — 

! lltll Util 


en la Ecuacidn (7) son las componentes escalares de v paralelas a t y t p , 


tv t p 

respectivamente. Se escribird Comp t v = ~^r~ y Comp tp v = 


lltll 


(Obs6r- 


vese que la notacidn que indica componentes vectoriales es u Comp” en 
negrita, mientras que la notacion para componentes escalares es “Comp” en 
tipo ordinario). 


Ejemplo 2. Calcule las componentes escalares de v = (— 2 , 3) que son 
paralelas a t = (1, 1) y t p . 

Solucion: Notese primero que ||t|l = V2 y que t p = (—1,1). Ahora, 

usando la Ecuacidn (7) anterior, se tiene 



o bien 


v 


j t _ 5 t P 

V2 lltll + V2 lltll ' 


Por lo tanto, 




1 

Compt v = — 7 = and 
v 2 


Comp, v = 


v 2 
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En la Figura 1 — 25 se ilustra el hecho de que 


Compt v = (flip) * y Comptp v = (iftlp) 1 


son vectores paralelos a (pero no necesariamente en el mismo sentido) t y t p , 


Figura 1—25 



respectivamente, y que la suma de estos vectores es v. El escalar 


Compt v = 


t * v 

pi 


t • V 


= ||v|| cos a (Ecuacion 5, pdgina 31) 


es o bien la magnitud, o su negativo, de Comp t v, 

Compt v = 11Compt v||, 

de acuerdo con que t y Comp t v tengan o no el mismo sentido. (Ejercicio 29, 
pdgina 39). Andlogamente, 


Comptp v = dbj|Comp tp v||. 

Para los vectores que aparecen en la Figura 1—25 se tiene Compt v = — 
|jComp t v|j y Comptp v = ||Comp tp vj]. 

Observese en la Figura 1 — 25 que la representacion geometrica del vector 
Compt v es la proyeccion perpendicular de la representacidn geometrica de v 
sobre la recta que contiene la representacion geometrica de t. Por este motivo, 
Compt v se llama a veces la proyeccion vectorial de v sobre t, y Comp t v se 
llama a veces la proyeccion escalar de v sobre t. 
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Ejercicios 1—8 


En los Ejercicios 1 — 8,exprese cada vector como una combinacibn lineal de 
(a) i y j; (b) u y u p , donde u = ; (c) t y t p , donde t = (3, 4). 

1. (1,2) 3. (—1,0) 5. (-3,-4) 7. (5,-6) 

2. (3,5) 4. (-2,3) 6. (-5,-12) 8. (4,-3) 

En los Ejercicios 9— 12,calcule la medida del Angulo entre los vectores dados 
con una precisibn de un grado. Use la Tabla 2 de la pbgina 389 cuando sea 
necesario. 

9. u = — 3i + 4j; v = 4i + 3j 11. u = 3i — 4j; v = 5i + 12j 

10. u = 2i + 3j; v = 2i — 3j 12. u = 2i — 3j; v = — 4i + 6j 

En los Ejercicios 13— 16,encuentre la proyeccibn vectorial y la proyeccibn 
escalar de v sobre u. 

13. u = (3, 2), v = (1, -2) 15. u = (4, -2), v = (-3, -4) 

14. u = (-4,3), v = (2, -1) 16. u = (-2, -7), v = (-5, -12) 

17. Encuentre la proyeccibn escalar de v sobre u, si u y v son perpendiculares. 

18. Encuentre la proyeccibn escalar de v sobre u si u y v (a) tienen el mismo 
sentido y (b) tienen sentidos opuestos. 

En los Ejercicios 19—22,calcule cubl es el vector unitario u para el cual las 
afirmaciones hechas son vblidas. 


19. (—5, K)) = 5u + 10u p 21. (0, 2 v 7 5) - 4u + 2u p 

20. (-V2, 5\/2) = 4u + 6u p 22. (-31, 27) = 13u + 39u p 

En los Ejercicios 23— 26,demuestre que las afirmaciones hechas son vblidas. 


23. i • i = 1 24. j • j = 1 25. i • j = 0 

26. ( x J + jij) • (x 2 i + y 2 j) = ^ ix 2 + yiy2 


27. Demuestre que para cualquier vector no nulo t e (R 2 , 



28. Demuestre que — es el vector unidad en la direccibn de t„. 

29. Demuestre que para cualquier vector v y cualquier vector no nulo t E(R 2 , 


t 

Compt v = — Comp t v, 

li t ll 

y,que por lo tanto, Comp t v = z±r|]Comp t vl| segbn t y Comp t v tengan el 
mismo sentido o sentidos opuestos. 
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30. Demuestre que para cualquier vector v G (R 2 y cualquier vector unidad 

u G (R 2 , 


V = (u • v)u + (Up • v)u P . 


[Sugerencia: Considere que u = (u u u 2 ) y que v = (v u v 2 ) ] 

31. Demuestre que para cualesquiera dos vectores v y t G (R 2 , 

[|t || 2 V = (t • v)t + (tp- v)tp. 

32. Demuestre que para cualesquiera dos vectores vy tG(R 2 , 

l|t || 2 !|v || 2 = (t-v ) 2 + (tp-v) 2 . 

33. Emplee el resultado del Ejercicio 32 para demostrar que ||u|| 2 ||v || 2 > (u • v) 

Resumen del capftulo 

1. Existe una correspondencia biumvoca entre el conjunto de puntos del 
piano y el conjunto (R X (R, o (R 2 , de pares ordenados de ndmeros 
reales. 

2. Como consecuencia de esta correspondencia biumvoca dos pares ordena¬ 
dos (a , b) y (c, d) representan al mismo punto del piano si y s61o si los 
dos pares son iguales, es decir, si y s61o si a = c y b = d. 

3. La distancia que separa a dos puntos A(xi, >>i) y B(x 2 , J 2 ) en piano, si 
se emplea la misma escala en ambos ejes, estd dada por la formula de 
distancia 

^(A, B) = V(x 2 ~ *i ) 2 + O2 - yi) 2 ‘ 


4 . Se puede interpretar a un vector en (R 2 como una traslacion 0 desplaza 
miento, descrita por un par ordenado de ntimeros reales. La primera 
componente indica un desplazamiento paralelo al eje x; la segunda 
componente indica un desplazamiento paralelo al eje y. 

5 . La representacion geometrica de un vector v en (R 2 , llamada vector 
geometrico, es una fiecha, o segmento dirigido en el piano. Cada vector 
tiene un ndmero infinito de representaciones geometricas, una de las 
cuales empieza en cada punto del piano. La representacion geometrica de 
v cuyo punto inicial es el origen recibe el nombre de representacion 
ordinaria de v y se dice que estd es posicion ordinaria. 

6. Si (u, b) y (c, d) son puntos inicial y final respectivamente de un vector 
geometrico que representa a (x, y), entonces 

(c, d) = (a + x, b + y) y (x, y) = (c - a, d - b). 

7 • Si v 1 = (x 1, 1) y v 2 = (x 2 , y 2 ), entonces \i + v 2 = (xi + x 2 ,yi + y 2). 

8.Se pueden emplear tanto la regia del paralelogramo como la regia del 
triangulo para encontrar la fiecha que representa una suma vectorial. 
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9. El vector (0, 0), que se denota mediante el simbolo 0, recibe el nombre de 
vector cero; su representacidn geometrica es un punto. 

10. Si v = (x, y), el vector — v = (—x, — y) recibe el nombre de inverso 
aditivo, o negativo de v. La diferencia de los vectores Vi y v 2 esta dada 
por 

Vi - v 2 = Vi + ( V 2 ). 


La representacidn geometrica ordinaria de — v es colineal con la de v, pero 
tiene sentido opuesto. Existen representaciones geomdtricas de los vectores 
u, v y u — v que forman un tridngulo. La representaci6n geometrica de 
u — v en este tridngulo se puede describir como “el vector que va de v a 
u”; este vector se calcula aplicando una forma de la regia del tridngulo. 

11. La magnitud ||v|| de un vector v = (x, y) es un escalar dnico definido por 

|| v|| = Vx 2 + y 2 . 

La magnitud de cualquier vector es no negativa y se puede interpretar 
como la longitud de la correspondiente representacidn geometrica. 

12. La direccion de un vector no nulo v = (x, y) es la medida del dngulo 6 
para el cual 


“ n# -iRi y coss -ra 


Se tiene 0 < m°(d) < 360 si 6 se mide en grados, o 0 < m R (d) < 2t si se 
mide a 6 en radianes. Geometricamente 6 se determina mediante dos 
segmentos, el primero, Ro que contiene la representacidn geometrica de v 
y que tiene el mismo punto inicial S que v, y el segundo, R !, cuyo punto 
inicial es tambien S y que tiene la misma direccidn que la parte positiva 
del eje jc. Si se toman en cuenta los signos de x y y 9 y jc^O, entonces la 

y 

medida de 6 se puede calcular mediante la fdrmula tan 0 = - . 

x 

13. Se conviene.en que se puede asignar cualquier direccidn al vector 0. 

14. Dos vectores son paralelos si y s61o si tienen la misma direccidn y el mismo 
sentido 6 sentidos opuestos. Dos vectores no nulos son perpendiculares 
(ortogonales) si y solo si sus representaciones geometricas ordinarias 
forman un,dngulo recto. 

15. Los vectores (x, y) y (— y, x) son perpendiculares. 

16. Si r es un escalar y v = (x, y) e (ft 2 , entonces 

rv - 0*x, ry). 


Al vector ry se le llama multiplo escalar de v. Si r > 0, ry y v tienen el 
mismo sentido; si /* < 0, tienen sentidos opuestos. Los vectores u y v, 
v ^ 0,.\ son paralelos si y solo si u es mdltiplo escalar de v. 

17. Se dice que un vector cuya magnitud es 1, se llama vector unidad. 
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18. Cualquier vector se puede representar como el producto de un escalar por 
un vector unidad que tenga la misma direccidn que el vector dado. 

19. Cualquier vector se puede representar en terminos de su magnitud y de su 
dngulo de direccidn. (Para el vector cero la representacidn no es tinica.) 

20. Si u = (xi,}>i) y v = (x 2 ,y 2X el escalar xix 2 + y\y 2 recibe el nombre 
de producto interno, producto punto o producto escalar de u y v. Este 
producto se denota mediante el simbolo u • v. 

21 . Los vectores u y v son perpendiculares si y s61o si u • v = 0. 

22. Si a es el dngulo entre dos vectores no nulos u y v entonces 


23. Un vector se puede expresar como la suma de dos componentes vectoriales 
que son multiples escalares de dos vectores cualesquiera no nulos y no 
paralelos. En este capitulo se considera que los vectores dados son 
perpendiculares. Se emplean frecuentemente los vectores i = (1,0) y 
j = (0, 1). Si v = (x,y), tenemos v = xi + y\ . Si u = (u x , u 2 ) es un 
vector unidad entonces u p = ( — u 2 , u x ) es un vector unidad perpendi¬ 
cular a u, y 

v = an + 6u p , 

donde a y b son escalares determinados por a = u*vyZ> = u p • v. 

24. La proyeccion escalar del vector v sobre el vector u es 

Compu v = ttit = llvll cos a, 

IN 

donde a es el dngulo entre los vectores. 


Ejercicios de repaso del capitulo 

1. Calcule los valores de x y y tales que (x + y, 2x — y) = (6, 3). 

2. Calcule cudl es la distancia que separa a los puntos A(7, — 5) y B(3, —2). 

3. ^Cudlesson las coordenadas del punto final T de la representacion 
geometrica del vector (2, —4) cuyo punto inicial es S(0, 5)?. 

4. Si u = (1, 2) y v = (5, 4), calcule (a) u + v y (b) 2v — 3u. 

5. Calcule la magnitud y la tangente del dngulo de direccidn del vector 
(\/3, 3) + (0, —2). 

6. Diga cudl es el vector unidad cuya direccidn es la misma que la de 

(-1, V^). 

7. Calcule para que' valor de a son perpendiculares los vectores (3, 4) y 
(8, a). 

8 . Calcule el coseno del dngulo comprendido entre los vectores (3, —4) y 
(12, 5). 

9. Exprese v = (2, 5) en la forma au + 6u p , donde u es el vector unidad 
en la direccion de (3, 4). 

10. Calcule la proyeccidn escalar de v sobre u, donde v = (2,3)yu = (3, -1). 



Nota Histories 


Los pasos decisivos en el inicio de la geometrfa analftica moderna fueron 
dados por dos matembticos franceses, Pierre de Fermat (1601 — 1655) en 
1629 y Renb Descartes (1596—1650) en 1637. 

Descartes fue un filbsofo y matembtico muy respetado, y sus obras fueron 
lefdas ampliamente y discutidas. Publicb su "La G6om6trie” (Geometrfa ) en 
tres libros, asf como en un apbndice de otra obra. Fue en el segundo de estos 
libros, titulado "De la Nature des Lignes Courbes" (Sobre la Naturaleza de 
las Llneas Curvas ) en donde trat6 los mbtodos de la geometrfa analftica. 
Estos metodos emplean sistembticamente a los numeros para representar 
puntos y reducen el estudio de las propiedades de las curvas planas a un 
analisis de las ecuaciones que las representan. Recfprocamente, estos 
metodos abren el camino para la interpretacibn geombtrica del analisis 
matembtico de las ecuaciones. 

Descartes estaba conciente de la importancia de su trabajo. En ese mismo 
ano, 1637, escribib: "Lo que ha presentado en el segundo libro sobre la 
naturaleza y propiedades de las Ifneas curvas, estb tbn lejos del tratamiento 
ordinario de la geometrfa como la retbrica de Cicerbn del vocabulario de los 
ninos", Esta evaluacibn, poco modesta incidentalmente, fue sostenida m£s 
adelante por el gran matembtico franebs Jacques Hadamard (1865—1963). 

Al contrario que Descartes, Fermat no tenfa ningun interbs en publicar sus 
resultados. Era abogado y matembtico aficionado, y como tal, realizb su 
trabajo cientffico sblo por el placer que le produefa el llevarlo a cabo. 
Afortunadamente escribib con frecuencia cartas explicando lo que haefa. Su 
trabajo mbs importante se refiere a la teorfa de numeros, aunque comparte 
con Bias Pascal (1623—1662) la creacibn de la teorfa de la probabilidad, con 


Ren4 Descartes 


Pierre de Fermat 
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Sir Isaac Newton (1642—1727) y Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646—1716) la 
creaciondel Ccilculo diferencial y con Descartes la creacidn de la geometrfa 
analitica. 

El trabajo de Fermat es mds sistemdtico que el de Descartes, pero no se 
hizo publico sino hasta 1636, y no influyd sobre la investigacidn geomdtrica 
de Descartes. En 1629 Fermat habfa encontrado la ecuacidn general lineal que 
describe una recta, asf como las ecuaciones que describen circunferencias, 
parabolas, elipses e hipdrbolas. 

Ademds, Fermat habfa desarrollado un metodo analftico para determinar 
la ecuacidn de la tangente a una curva dada y que pasa por un punto dado 
de esa curva. En 1638 escribid a Descartes explicdndole su mdtodo, puesto 
que dste era muy superior al que habfa publicado Descartes en 1637. Aunque 
Descartes no aceptd la superioridad del mdtodo de Fermat, Newton, que 
todavfa no habfa nacido en esa dpoca aceptd posteriormente que habfa sido 
influenciado en su desarrollo del cdlculo diferencial por "el mdtodo de trazar 
tangentes de Fermat". 

Fermat y Descartes no fueron los primeros en usar sistemas de coordena- 
das. Por ejemplo, los astrdnomos habfan usado la longitud y la latitud como 
coordenadas desde hacfa siglos, al menos desde la dpoca de Hiparco (siglo II 
A. C.) y probablemente desde mucho antes. 

Tampoco fueron los primeros en emplear mdtodos analfticos para analizar 
curvas. El lugar geomdtrico del punto que se mueve a velocidad constante 
sobre un segmento, mientras que el segmento gira con velocidad angular 
constante sobre uno de sus extremos, se llama ahora espiral de Arqufmedes. 
Arqufmedes (287—212 A.C.), el mds grande matemdtico y cientffico del mun- 
do antiguo, habfa encontrado un metodo para trazar la tangente a esta curva, 
que pasa por cualquier punto de ella, usando el equivalente geomdtrico de sus 
ecuaciones en un sistema de coordenadas. Arqufmedes tambidn desarrolld 
un metodo para calcular el drea acotada por una curva, como por ejemplo 
por unacircunferencia. Puesto que, entre otras cosas, el cdlculo diferencial se 
ocupa de las tangentes a curvas, y el cdlculo integral del cdlculo de dreas, se 
puede afirmar que Arqufmedes se anticipd aproximadamente 2000 anos al 
desarrollo del cdlculo integral y diferencial. 

El tdrmino Coordenada Cartesiana se deriva de la forma latina, Cartesius, 
del nombre de Descartes. Es interesante darse cuenta de que Descartes no 
usaba un segundo eje al estudiar las propiedades de las curvas planas. En 
lugar de ello, pensaba que si se levanta un segmento de longitud apropiada 
ya fuera perpendicular u oblicuamente, sobre cada punto de un solo eje 
(Descartes tenfa un concepto muy moderno de lo que es una funcidn). 

Por otra parte, Descartes s6lo considerd coordenadas positivas. Emplean- 
do la terminologfa moderna, trabajd sdto en el primer cuadrante. Aparente- 
mente, fue Newton el que por vez primera empled coordenadas negativas, y 
fue Leibnitz el que introdujo el tdrmino "coordenada" en la geometrfa 
analitica. 
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Empleando coordenadas cartesianas, Newton y Leibnitz dpsarrollaron el 
cSIculo diferencial e integral, y muchos matemdticos, tales como Carl 
Friedrich Gauss (alerricin: 1777—1866), Georg Friedrich Bernhard Riemann 
(alemdn: 1826—1866), y Hermann Minkowski (ruso: 1864—1909) desarrolla- 
ron la geometrfa en varias direcciones, obteniendo un conocimiento mucho 
mSs profundo de lo que es el espacio, y proporcionando las bases para todas 
las ciencias ffsicas. La teorfa de la relatividad de Albert Einstein (1879—1955) 
tiene sus orfgenes directos en estos primeros pasos, aunque hay que admitir 
que su desarrollo fue propiciado por actos de genio a lo largo del camino. 

El anSlisis vectorial se desarrolld mcis lentamente. La teorfa de los 
cuaterniones de Sir William Rowan Hamilton (inglds: 1805—1865) y el ancilisis 
algebraico de Herman Grassman (alemdn: 1809—1877), qe se desarrollaron 
en la primera mitad del siglo XIX, fueron moldeados, en un marco creado por 
la geometrfa analftica, hasta dar origen al andlisis vectorial moderno, varias 
decadas despuds, por Josiah Willard Gibbs (americano: 1839—1903) y Oliver 
Heaviside (inglds: 1850—1925). En particular Gibbs [que segun Max Plank 
(alemdn: 1858—1947) fue "de los mejores ffsicos tedricos de todos los 
tiempos"] en un famoso tratado fechado en 1881 introdujo los sfmbolos que 
denotan actualmente a los productos escalares y vectoriales. 

Fermat y Descartes se consideran hoy en dfa como los primeros 
matemdticos modernos. Al inventar la geometrfa analftica dieron origen a la 
ola de creatividad matemdtica que continua propageindose en la actualidad. 



Josiah Willard Gibbs 




Las rectas y segmentos en el piano se pueden definir 
por medio de ecuac/ones cartes/anas y a trav£s de 
ecuaciones vectoriales. En este capltulo se presentarin 
algunas de las formas m&s utiles de estas ecuaciones y 
se discutirdn las relaciones que existen entre ellas. 





Rectas en el Plano 


Ecuaciones Vectoriales de la recta 


2—1 Rectas y segmentos de recta en el piano 

En estudios anteriores de geometria plana se menciona que una recta es un 
conjunto de puntos del piano. En el estudio del dlgebra se menciona que un 
conjunto tal de puntos es la grdfica del conjunto de soluciones en (R 2 de una 
ecuacion lineal en dos variables cuya forma cartesiana ordinaria es 

Ax + By + C = 0, 

donde A o B es diferente de 0. (La condicidn de que A o B es diferente de 0 se 
expresa equivalentemente en la forma “A 2 + B 2 ^ 0.”) Mds adelante se 
discutirdn en detalle ecuaciones de esta forma, pero ahora se empleard la 
relacidn que se vio, en el Capitulo 1, que existe entre los puntos del piano y los 
vectores, para demostrar que una recta queda definida tambien mediante una 
ecuacion vectorial . 

A1 estudiar a los puntos del piano y su relacidn con los vectores resulta dtil 
denotar al vector que va del origen a un punto S del piano mediante la 
letra mindscula s. 

Es bien conocido que dos puntos definen una recta. Se verd ahora c6mo se 
puede emplear este hecho para obtener la ecuacidn vectorial de una recta. 
Considerese la Figura 2-1, en la cual se muestran los puntos S(4, 2) y 
T(5,4) asi como a la recta £ que contiene a estos puntos. Si las 
representaciones geometricas ordinarias de los vectores s = (4, 2) y t = (5, 4) 
se agregan a esta figura. 
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se obtiene la Figura 2-2. Observese que en la Figura 2-2 el vector 
v = t — s = (5, 4) — (4, 2) = (1,2) tiene una representacion geometrica que 
esta sobre £• 

En la Figura 2 - 3 se muestra la misma configuracion, excepto que se ha 
anadido el punto U(x, y) sobre la recta £ y se ha trazado el vector 
correspondiente u, (habiendose omitido el vector t para simplificar la figura). 
En esta figura se apresia que el vector w = u — s tiene una representacion 
geometrica que esta tambien sobre £ y que por lo tanto (vease el Ejercicio 27, 
pagina 52) w es paralela a v. 




En la Figura 2 - 4 se muestra la misma situaci6n que en la Figura 2-3 
excepto que ahora el punto U(x, y) no estd sobre <£. En este caso se ve que la 
representacion geometrica de w = u - s no estd sobre £ y por lo tanto (vdase 
el Ejercicio 28, pdgina 52) w no es paralelo a v. 

Es decir, U(jc, y) estd sobre £ si y s61o si w es paralelo a v o bien si y s61o si 
u — s es paralelo a t — s. En la Seccibn 1 - 5 se vi6 que w es paralela a v si y 
solo si w = rv,onde r es un escalar. Entonces U estd sobre £ si y s61o si 


o bien 


w = /v, 

u — s — / (t — s). 


Puesto que u = (x, y ), s = (4, 2), y t = (5, 4), w = u — s = (x — 4, y 

— 2)y como se vio anteriormente v = t — s = (1, 2). Esto quiere decir que 
esta ultima ecuacion es equivalente a 

(x - 4, y - 2) = r( 1,2), 

(x 9 y) - (4,2) = r( 1,2), 

o sea 

(x 9 y) = (4,2) + /*(!, 2). 






Re etas en el piano 49 


En general, empleando un razonamiento andlogo se puede concluir que si 
S(*i, yi) y T(x 2? y 2 ) son dos puntos cualesquiera del piano (Figura 2-5), 
entonces el punto U(x, y ) estd sob re la recta que pasa por S y T si y solo si 

u — s = r(t — s), 

0 bien 


s + r(t — s), 


61 . 


( 1 ) 



El conjunto de puntos que estdn sobre £ se puede especificar mediante 

(U; u = s + r(t — s), r e (ft), 

donde t^s puesto que T ^ S. 

Como U estd sobre £ si y solo si se satisface la Ecuacion (1), se dice que la 
Ecuacion (1) es la ecuacion de £ y que £ es la grafica de la Ecuacidn (1). En la 
ecuacidn (1) se dice que la variable escalar r es llamado, parametro, y se dice 
tambien que la Ecuacion (1) es la ecuacion parametrica vectorial ordinaria de 
la recta que pasa por S y T. 


Ejemplo 1. Obtenga la ecuacion parametrica vectorial de la recta £ que 
pasa por S(3, -2) y T(4, 4). 


Solucion: 


Trdcese un diagrama. Se tiene s = (3, 
— 2) y t = (4, 4). Entonces 


t — s = (4, 4) — (3, -2) 

= ( 1 , 6 ). 

Ahora, usando la Ecuacion (1) se 
tiene que la ecuacion parametrica 
vectorial de £ es 

u = (3, -2) + ./:(1,6). 
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Si el conjunto de valores permitidos de r se restringe a un intervalo cerrado, 
{r: a < r < b}, entonces la gr&fica de la Ecuacion (1) es an segmento de 
recta. Observese en particular que si r = 0 en la Ecuacion (1), entonces 
u = s y U(x, y) — S(xi,yi). Tambien si r = 1, entonces u = t yU(xj) 
= T(x 9 ,> 2 )- Por consiguiente, como se suguiere en la Figura 2-6, a medida 
que r recorre el intervalo {/*: 0 < r < 1}, el punto U(x, y) recorre el 



Figura 2—6 

segmento de recta desde S(x 1 ,y l ) hasta T(x 2 ,> , 2 )- Los demds puntos de la 
recta corresponden a valores de r tales que r < 0 y r > 1. 

Se puede emplear la Ecuacion (1) de la p&gina 49_ para calcular las 
coordenadas de un punto que este sobre el segmento ST y que este a una 
distancia dada de S sobre medida el segmento. Por ejemplo, para calcular las 
coordenadas del punto medio del segmento se tomaria r = 

Ejemplo 2. Calcule las coordenadas de los puntos que trisecan al segmento 
de recta cuyos extremos son S(3, — 4) y T(6, 2). 

Solucion: Se tiene s = (3,-4) y t = (6, 2). Por lo tanto, el vector que 

va de S a T es 

t - s = (6,2) - (3, -4) = (3,6). 

Entonces, los puntos del segmento ST est&n dados por 

u = (3, —4) + r(3,6), 0 < r < 1. 

Las coordenadas del punto que estd a una tercera parte de la 
distancia que separa a S de T son 

(3, -4) + j(3, 6) = (3, -4) + (1, 2) = (4, -2), 
y aquellas del punto que estd ,a dos terceras partes de la 
distancia que separa a S de T son 

(3, -4) + f(3, 6) = (3, -4) + (2, 4) = (5, 0). 

Es decir, las coordenadas de los puntos que trisecan al 
segmento son (4, — 2) y (5,0). 
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Si se escribe la Ecuacion (1) en t^rminos del par&metro r y de las 
coordenadas de S, T y U se tiene 

(x,y) = (xi,j>i) + >'[(x 2 ,.y 2 ) - (*i,Ji)3 
= (Xi,yi) + r(x 2 - x u y 2 - y i), 

o bien 

(X,y) = (*1 + r(x 2 - *i), ^1 + r(y 2 - Ei))- 
Esta ecuacion vectorial es equivalente a las ecuaciones 

■ x = Xi + r(x 2 — Xi) y y = yi + r(y 2 - Vi), r e 01. (2) 

Estas ecuaciones reciben el nombre de sistema de ecuaciones parametricas 
cartesianas de la recta que pasa por S y T. En la Seccibn 2—5 se verd que este 
sistema estd relacionado con la forma cartesiana ordinaria de la ecuacion de 
una recta. 

Ejemplo 3. Obtenga el sistema de ecuaciones parametricas cartesianas de 
la recta que pasa por los puntos S(2» — 1) y T(5, 3). 

Solution: Si se sustituye a x\,y i, x 2 , y y 2 por 2, — 1, 5, en la Ecuacion 

(2) obteniendose 

X = 2 + r(5 -.2) y y = - 1 + r[3 - (-1)], 
o bien 

x = 2 + 3r y y = — 1 + 4 r. 


Ejercicios 2—1 


En los Ejercicios 1 — 10, obtenga la ecuacibn parametrica vectorial yel sistema 
de ecuaciones parambtricas cartesianas de la recta que contiene a los puntos 


dados S y T. 

1. S(2, 1), T(0, 0) . 

2. S(3, 2), T(l, 1) 

3. S(4, —2), T(4, 3) 

4. S(5, —6), T(2, -6) 

5. S(—7, 2), T(—3, — 1) 


6. S( —3, 1), T(4, -2) 

7. S(—6, —3), T(—4, -2) 

8. S(— l, —7), T(—7, — 1) 

9. S(a,b),T(b,a) 

10. S(2a, b), T(3u, 2b) 


En los Ejercicios 11—18, calcule las coordenadas de; (a) el punto medio y (b) 
los puntos de trisecci6n del segmento cuyos extremos son los puntos dados 
SyT. 


11. S(5, — 1), T(—4, 2) 

12. S(6, —2), T(l, 7) 

13. S(—3, -5), T(3, 10) 

14. S(4, 7), T( —5, 3) 


15. S(2, 5), T(—10. -1) 

16. S(-5, 3), T(7, 21) 

17. S( — 3, 7), T(4, 1) 

18. S(5, —2), T(12, -5) 
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En los Ejercicios 19—22, obtenga la ecuacion param§trica vectorial del 
segmento que une a: 

19. R(2, 5) con el punto medio cuyos extremos son S(5, 1) y T(7, — 3). 

20. R(—2, 6) y el punto medio del segmento cuyos extremos son S(0, 3) y 
T(4, 0). 

21. El punto medio del segmento cuyos extremos son Q(—5, 2) y R(l,6) 
con el punto que estd a una tercera parte de la distancia que separa a 
S(—2, 6) de T(l, 9). 

22. El punto que estd a dos terceras partes de la distancia que separa a los 
puntos Q(8, — 2) y R(2, 7) con el punto que estd a una cuarta parte de la 
distancia que separa a los puntos S(l, 6) y T(9, 10). 

* 23. Demuestre que las coordenadas (xoJo) es punto medio del segmento 

cuyos extremos son S(xuyx)y T(x 2 , j> 2 ) estdn dadas por 

v - _ y i + y2 

0 2 y ° 2 

* 24. Demuestre que las coordenadas (x\y r ) y (x",y") de los puntos que 

trisecan al segmento cuyos extremos son S(x u yi) y T(x 2 , j> 2 ) estdn 
dadas por 

v , _ 2xi ± x 2 , = 2 y 1 + y 2 . 

3 y 3 

y 

v" - Xi ± - y± . 

3^3 

* 25. Demuestre que las medianas del tridngulo cuyos vertices son R(6, 1), 

S(—2, 3), y T(2, —7) se cortan en un punto que estd a dos tercios de la 
distancia que separa a cada vertice de su lado opuesto. ( Sugerencia : 
Determine las coordenadas del punto que estd a dos tercios de la distancia 
que separa a cada vertice de su lado opuesto). 

* 26. Repita el Ejercicio25 para el tridngulo cuyos vertices son 0(0, 0), S(xi, 

yi),y T(x 2 ,y 2 )- 

* 27. Demuestre que si la recta £ es la grdfica de la ecuacion cartesiana lineal 

Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 5 * 0, entonces los vectores cuyas repre- 
sentaciones geometricas con puntos iniciales y finales sobre £ son 
paralelos. [ Sugerencia : Sean S(xi,^!) y T(x 2 , >> 2 )d os puntos cualesquiera 
de £. Demuestre primero quev4(x 2 ~ * 1 ) + B(y 2 — y 1 ) = 0, y recuer- 
de que (Seccion 1—6) (x 2 — x\,y 2 — y 1 ) es perpendicular al vector 
(A, B).] 

* 28. Demuestre que si la recta £ es la grdfica de la ecuacidn cartesiana lineal 

Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 ^ 0, y v es un vector cuya representacion 
geometrica tiene uno de sus extremos en £ y el otro fuera de £, entonces, 
v es no paralelo a cualquier vector no nulo cuya representacion geometrica 
tenga ambos extremos sobre £. [Sugerencia: Sea S(xi,^i) cualquier 
punto de £ y sea T(x 2 ,j> 2 ) cualquier punto fuera de £. Demuestre 
que A(x 2 — jti) + B(y 2 ~ y O^Oy recuerde que el vector (x 2 — xi, 
y 2 - ^i)es no perpendicular al vector (A, B).] 
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2—2 Puntos que estdn sobre una recta 


En la Seccion 2—1 se emplearon los siguientes hechos, que intuitivamente 
parecen obvios, para obtener la ecuacion parametrica vectorial de una recta: 
Si un vector v tiene una representacidn geometrica cuyos extremos estdn sobre 
una recta dada «£, entonces v es paralelo a cualquier otro vector que tenga una 
representacion geometrica similar; pero al menos que v = 0, v es no paralelo a 
cualquier vector que tenga una representacion geometrica con un extremo 
sobre £ y el otro fuera de <£. (En los Ejercicios 27 y 28, pdgina 52, se presentb 
un esbozo de esta demostracion). Se dice que la recta £ es paralela a cualquier 
vector v cuya representacidn geometrica tenga sus extremos sobre £, y que 
todo vector tal, es paralelo a £. Cualquier vector no nulo v que sea paralelo a 
£ se llamara vector de direccion de £. 

En la Seccion 2—1 se vio que la ecuacidn parametrica vectorial, o que el 
sistema de ecuaciones parametricas cartesianas, de una recta £ queda 
determinada si se conocen las coordenadas de dos puntos de £. Estas 
ecuaciones tambien se pueden determinar si se conocen las coordenadas de un 
punto de £ y un vector de direccion de £. Consideremos la recta £ que pasa 
por el punto S(xi, y\) 


Figura 2—7 



y que es paralela al vector no nulo v = (/?, k). (Vease la Figura 2 - 7). De los 
comentarios hechos anteriormente se puede afirmar que un punto U(.v, y) estd 
sobre £ si y solo si 

u — s — rv, 


o bien 


■ u = s + /-V, (1) 

donde r es un escalar. La Ecuacion (1) recibe el nombre de ecuacion 
parametrica vectorial ordinaria de la recta que pasa por S y es paralela a v. 

Puesto que la Ecuaci6n(l) se puede escribir en forma 

(x,y) = (x u yi) + r{h, k), 

el sistema de ecuaciones parametricas cartesianas correspondiente para £ es 


x = X\ + rh, 


( 2 ) 


y = y\ + rk, 


r e (ft. 
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E/emp/o 1. Obtenga la ecuacion parametrica vectorial y el sistema de 
ecuaciones parametricas cartesianas de la recta que pasa por el 
punto S(7, — 1) y que es paralela al vector v = ( — 2, 3). 


Solucidn: Tracese un diagrama. Di- y ‘ 


rectamente de la Ecuacidn 


(l)se tiene 


u = (7,-1) +r(-2,3). \ ; 

/ u \ 

v = (-2, 3\ 

/ \ X 

Analogamente, de la Ecua- 1 f 1 

S -+7,-1) 

cion (2) se tiene 

x = l -2r,y = -1 + 3/*. 



Claro estd que una recta tiene un nGmero infinito de vectores de direccion, 
puesto que existe un numero infinito de vectores no nulos paralelos a la recta 
dada, y cada uno de ellos es un vector de direccion de la recta. En particular £ 
P y 0 son dos puntos cualesquiera sobre la recta £, entonces, tanto P — Q 
como Q ~ P son vectores de direccion de la recta. 

Para determinar si un punto S(xi,.yi) estd sobre la recta £ cuya ecuacidn 
cartesiana es Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 9 ^ 0, hay que sustituir las coor- 
denadas X\ y yi en la ecuacion y notar que se obtiene una igualdad. Para el 
caso de una ecuacion parametrica vectorial, o para un sistema de ecuaciones 
parametricas cartesianas, el problema es diferente. Por ejemplo, para determi¬ 
nar si T(3, 6) estd o no sobre la recta cuya ecuacidn parametrica vectorial es 

(x 9 y) = (1, 3) + r(l, 1), 

se pueden sustituir las coordenadas de T en lugar de x y y en la ecuacion dada 
y entonces determinar si existe un escalar r para el cual 


es decir, 
o bien 
de donde. 


(3,6) = (1,3) +/<1,1); 


(3, 6) = (1 + r, 3 + /*), 

3=l + ry 6 = 3 + r. 


(3) 


r = 2 y r = 3. 

Puesto que 2^3, no existe un ndmero real r para el cual se cumpla la 
Ecuaci6n(3), y se puede concluir que T(3, 6) no estd sobre £. 

Hay una manera mas sencilla de llegar a esta conclusion. Observese 
primero que el resultado expresado por la Ecuacidn (1) de la pdgina 53 se 
puede expresar como sigue: 


Si v es un vector de direccidn de una recta £ que contiene al punto 
S, entonces un punto U est& sobre £ si y solo si u — s es paralelo a 


v. 
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Ahora recuerdese (pdgina 30) que dos vectores u = (xi, >>i) y v = (^ 2 ,^ 2 ) 
son paralelos si y solo si u • v p = 0, donde v p = (—>> 2 , * 2 )- Estos dos 
resultados se pueden combinar para obtener el sencillo criterio que se enuncia 
a continuation para determinar si un punto U estd sobre una recta £: 

| Si v es un vector de direccion de la recta £ que contiene al punto S, 
entonces un punto U esta sobre £ si y solo si 

(u - s) • v P = 0. (4) 

En particular, si se sabe que £ contiene a dos puntos S y T, entonces un 
punto U esta sobre £ si y s61o si 

(u - s) * (t - s) p = 0. (5) 

Observese que aunque las Ecuaciones (4) y (5) contienen vectores, dichas 
ecuaciones son ecuaciones escalares de £ puesto que contienen solo productos 
escalares. En la Seccibn 2—4 se regresari a esta observacion. 

Ejemp/o 2. Deniuestre que si £ es una recta cuya ecuacibn parametrica 
vectorial es 

u = (3, 2) + r( — 1, 2), 

entonces (a) el punto cuyas coordenadas son (6, 1) no estd 
sobre £, y (b) el punto de coordenadas (5, —2) esta sobre £. 

Solucidn: Por inspeccion de la ecuacion dada de £, se ve que £ pasa por 

el punto S(3, 2) y que v = ( — 1, 2) es un vector de direccibn 
de £. Se tiene pues que v p = ( — 2, —1). 

(a) Para u = (6, 1) se tiene 

u - s = (6, 1) - (3,2) - (3, -1), 

y 

(u - s)-v p = (3, —1) - (—2, -1) 

= -6 + 1 = -5 5 * 0. 

Por lo tanto, u — s es no paralela a v, y entonces el punto de 
coordenadas (6, 1) no esta sobre £. 

(b) Para u — (5, — 2), se tiene 

u - s = (5, -2) - (3,2) = (2, -4), 

y 

(u - s) • v p = (2, -4) • (-2, -1) = -4 + 4 = 0. 

Entonces, u — s es paralelo a v y el punto de coordenadas 
(5, —2) esta sobre £. 
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Si el vector de direccion v en la ecuacion 
u = s + rv 

es un vector unidad, entonces para cual- 
quier punto U sobre la gr£fica de la 
ecuacion, \r\ es la distancia que separa a 
S de U (Figura 2-8). Esto se sigue del 
hecho que 

d{ S, U) = |[u - s|| = llnrll 

= M \M\ 

= M(i) 



Ejemplo 3. Si £ es la recta cuya ecuacion es u — (1, 6) + r(3, 4), obtenga 
las coordenadas de los puntos de £ que estdn a 10 unidades de 
distancia del punto S(l, 6). 


Solution: Primero calculese cual es el vector unidad en la direccion de 

(3, 4). Este vector (vease la pagina 24) es 




W9 +16 y/9+ 16 
Otra ecuacion de £ es 

u = (1,6) +/-(if). 


MH) 


Se desea calcular las coordenadas de los puntos U(x, y ) tales 
que |r| = 10,, es decir, para los cuales r — 10 6 r = —10. Se 
tiene pues 


/• = 10 

(x u yi) = d,6)+ 10 (f,|) 

= (1,6) + (6,8) 

= (7, 14) 


r = -10 

(x 2 ,y 2 ) = (1,6) - 10(f, f) 

= ( 1 , 6 ) - ( 6 , 8 ) 

= (-5,-2) 


Porlotanto, Ui(7, 14)yU 2 (—5, —2) son los puntos requeridos. 


Ejercicios 2—2 


En los Ejercicios 1—8,obtenga la ecuaci6n parametrica vectorial y el sistema 
de ecuaciones parametricas cartesianas de la recta £ que pasa por el punto 
dado S y es paralela al vector dado v. 


1. S(3, 2); v = (1, 1) 

2. S(5, 7); v = (2, 3) 

3. S(4, —3); v = (-1,2) 

4. S(l, -5); v = (3,-1) 


5. S(—2, 4); v = (-1, -2) 

6. S(—5,2); v = (-3, 1) 

7. S(—6, -4); v = (-3, -2) 

8 . S( —3, -7); v = (4, -2) 
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En los Ejercicios 9—16, diga si el punto dado S estS o no sobre la recta cuya 
ecuacion parametrica vectorial se da: 

9. S(2, — 1); u = (1,2) + r(-l, 3) 

10. SC—8, 6); u = ( — 2, 3) + r(2, — 1) 

11. S(3, 2); u = (1, 1) + r(2, -3) 

12. S(— 1, 2); u = (4, 7) + r(3, 3) 

13. SC—1, 1); u = (-2, -3) + /(l, 4) 

14. S(2, -7); u = (-3,2) + r( 2, 1) 

15. S(0, -1); u = (3, -4) + r(-6, 2) 

16. S(—4, 0); u = (-1, -2) + r(3, -2) 

En los ejercicios 17—24, obtenga una ecuacibn parambtrica vectorial de la 
recta que contiene al punto dado S y que tiene al vector dado v como vector 
de direccion. 

17. S(2, 3); v = 31 4- 4j 21. S(-6, 2); v = 3i + j 

18. S(4, 1); v = 2i - 5j 22. S(-5, 3); v = 4i - 2j 

19. S(3, -1)* v = 51 + 2j 23. S(-l, -1); v = -2i + 7j 

20. S(l, -5); v = -i - 3j 24. S(-3, -5); v = -4i - j 

En los Ejercicios 25—30, determinar si las dos ecuaciones parambtricas 
vectoriales dadas corresponden a la misma recta o no. 

25. u = (2, 1) + /-(3, -1); u = (2, 1) + r(- 3, 1) 

26. u = (3, 4) + /■(2, -2); u = (3, 4) + r(- 2, 2) 

27. u = (2,3) + r(— 1, 2); u = (1,5) + r( 2, -4) 

28. u = (-3, 1) + r(l, -3); u = (3, -1) + r(- 1,3) 

29. u = (— 1, —2) + /'(— 2, 4); u = (1, 0) + /-(I, -2) 

30. u = (0,3) + /(— 1, 5); u = (-1, -2) + r( 2, -10) 

En los Ejercicios 31—34, calcule las coordenadas de los puntos U, y U 2 que 
estbn sobre la recta cuya ecuacibn parambtrica vectorial se da y que estbn a 
la distancia dada del punto S dado. 

31. Sobre u = (4, —2) + /-(l, 1); 3V2 unidades de S(4, —2) 

32. Sobre u = ( — 3, — 1) + /•(6, 8); 5 unidades de S(—3, —1) 

33. Sobre u = (0,4) + r( 5, 12); 26 unidades de S(5, 16) 

34. Sobre u = (—1,6) + /■( 1,4); 2\/17 unidades deS(l, 14) 

* 35. Dada la recta £ cuya ecuacibn parametrica vectorial es u = s + rv, 

contiene al punto T, demuestre que para cualquier punto U sobre £ existe 
un escalar k tal que u — t = kv. 

* 36. Emplee el resultado del Ejercicio 35 para demostrar que (u — t) • v p = 0. 

^Quc implica esto sobre la recta que pasa por T y cuyo vector de direccibn 
es v? 
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2—3 Pendiente de una recta; rectas paralelas y perpendiculares 

Recuerdese de estudios anteriores de matematicas que el cocien'te de la altura 
de un segmento y la base del segmento recibe el nombre de pendiente del 
segmento , y que a la pendiente de un segmento se le designa mediante la letra 
m. Se tiene pues 

altura 
m ~ base 

Si v = (fi, k) es el vector de direccidn de una recta £ que contiene al punto 
S, entonces £ tiene una ecuacidn parametrica vectorial de la forma 

u = s + r(h, k ), r e (R. (1) 

Si se asigna el valor 1 a r se ve que las coordenadas de otro punto Q que este 
sobre £, se puede calcular sumando h a la primera coordenada y k a la 
segunda coordenada del punto dado S. Por lo tanto, h y k son la altura y la 

_ g 

base respectivamente del segmento SQ, y si h ^ 0, entonces - es la 
pendiente de SQ [Figura 2-9 (a)]. ^ 



(1) que las coordenadas de un segundo punto T que este sobre £ se puede 
1 / k \ 

calcular sumando -(/?,/:) = yl, a s, es decir, sumando 1 a la primera 
k 

coordenada de S y - a la segunda coordenada de S. Puesto que 1 se suma a la 
h 

k 

primera coordenada de S y - se suma a la segunda coordenada, se puede 

h 

k 

pensar que - es el cambio, a lo largo de £, en la direccion vertical por unidad 
h 
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de cambio en la direccion horizontal, como se muestra en la Figura 2-9 (b). 

Observese que el numero - no depende de la eleccion del punto S sobre £; 

k 

depende solo del vector de direccion (/?, k). Tampoco - depende del vector de 

h 

direccion (/?, k) especifico de £ que se haya escogido, puesto que cualquier 

vector de direccion de £ es de la forma c(h , k), o bien de la forma ( ch , ck ), 
ck k 

donde c ^ 0, y que — = - . For lo tanto, se define la pendiente de una 
recta como sigue: 

Si £ es una recta tal que uno de sus vectores de direccion es (//, k) 
con h 0, entonces la pendiente m de £ estd dada por 

k 

De esta definicion se sigue que m es la pendiente de una recta £ si y solo si 

f k\ 

(l,m), o bien 1 l,~l, es un vector de direccion de £. Esto indica que la 

Ecuacion (1) de la anterior se puede escribir en la forma 
u = s + r(l, m ), r G Gt. 


Ejemp/o 1. Calcule la pendiente de la recta que pasa por los puntos S(5, 1) 
y T(3, —2), y obtenga la ecuacion parametrica vectorial de la 
forma u — s + /*(1, m) que describa esta recta. 

Solucion: Un vector de direccion de esta recta es 

t - s = (3, -2) - (5, 1) = (-2, -3). 

-3 3 

Entonces, por definicion, m = ■ ~ Puesto que S(5, 1) 

esta sobre la recta, una ecuacion parametrica vectorial de esta 
recta es u = (5, 1) + /'(l,i) 

El metodo empleado para desarrollar el Ejemplo 1 sugiere que resultana 
util conocer una expresion de la pendiente de la recta que pasa por dos puntos 
en terminos de las coordenadas de dichos puntos. Puesto que un vector de 
direccion de la recta que pasa por los puntos S(xi,^i) y T(x 2 , ^ 2 ) es 

V = t - s = (x 2 ,y 2 ) ~ (Xuyi) = (x 2 - x u y 2 - y 1 ), 

se sigue de la definicion de pendiente que si a *2 7* Xu entonces la pendiente de 
£ esta dada por 

yi . 

A2 — X 1 


m — 


( 2 ) 
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Una recta cuya pendiente es positiva se “eleva” de izquierda a derecha, 
mientras que una recta cuya pendiente es negativa “cae” de izquierda a 
derecha. En la Figura 2-10 se muestra que la recta <£itiene una pendiente 
positiva, mientras que £ 2 tiene una pendiente negativa. 


Figura 2—10 



Se dice que una recta con un vector de direccion de la forma ( h , 0), h ^ 0, 

es una recta horizontal, y su pendiente es - = 0. Puesto que el vector ( h , 0) 

h 

tiene una representacion geometrica que esta sobre el eje x (vease la siguiente 
definicion). Si una recta tiene un vector de direccion de la forma (0, /c), k ^ 0, 
se dice que la recta es vertical. La pendiente de una recta vertical no estd 
k 

definida (pues - no esta definido) y dichas rectas son paralelas al eje y. 

A1 estudiar geometna euclidiana se adquiere la costumbre de pensar que 
dos rectas son paralelas si son coplanares y no tienen ningun punto comiin. 
Recuerdese sin embargo que (pagina 16) dos vectores son paralelos si y solo si 
ambos tienen la misma direccion o direcciones opuestas. Tambien (vease 
pagina 53) una recta £ y un vector no nulo v son paralelos si y solo si v tiene 
una representacion geometrica que este sobre £, es decir, si y s61o si v es un 
vector de direccion de <£. Conviene ahora dar una nueva definicion de rectas 
paralelas en terminos de sus vectores de direccion. Esta nueva definicion es 
equivalente (Ejercicios 45 y 46, pagina 63) a la definicion geometrica 
conocida, dos rectas son paralelas si no se intersecan en el mismo piano, 
excepto que, como se vera, se considerard que cada recta en el piano es 
paralela a sf misma. 


Se dice que las rectas £ i y £ 2 en el piano son paralelas si y solo si 
un vector de direccion de £ies paralelo a un vector de direccion 
de £ 2 . 


Claro esta, que comotodos los vectores de direccion de una recta dada son 
paralelos, (pagina 53), si cualquier vector de direccion de£i, es paralelo a 
cualquier vector de direccion de£ 2 > entonces todos los vectores de direccion de 
£ i son paralelos a todos los vectores de direccibn de £ 2 . Asi mismo, puesto que 
cualquier vector no nulo paralelo al vector de direccion de una recta es un 
vector de direccion de la recta (pagina 53), cualquier vector de direccion de £i 
es tambien un vector de direccion de£ 2 . Por lo tanto,£iy £2 son paralelas si y 
solo si tienen un vector de direccion (/?, k) en comun. Recuerdese ahora que 
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una recta con un vector de direccion (h, k) es o bien vertical (si h — 0) o tiene 
k 

una pendiente - (si h 0). Entonces las rectas £i y£*> son paralelas si y 

* * 
solo si son (i) ambas verticales o (ii) si tienen la misma pendiente ~. 

Ejemplo 2. Si £icontiene a S(3, —1), £2 contiene a T(2, 5) y £1 y ^2 
tiene ambas al vector v = (1,2) corno vector de direccibn. 
^Coinciden ambas rectas?' 

So/ucidn: Por definicion las rectas £iy £ 2 son paralelas. Coincidiran si y 

solo si S y T estan sobre ambas. Por consiguiente, (vease las 
paginas 54 y 55) coinciden si y solo si t — s es paralelo a 
ambas, es decir, si y solo si (t — s) • v p = 0. Se tiene que 
(t - s) • v P = [(2, 5) — (3, — 1)] • (— 2, 1) — (-1,6). (-2,1) 
= 8^0. Por lo tanto £1 y £2 no coinciden. 


Se puede definir el paralelismo de dos rectas en terminos de sus vectores de 
direccion. Recordando (vease la pagina 16) que los vectores cuvas direcciones 
difieren por :db90° o por ±270° son perpendiculares u ortogonales, se tiene 
que: 


Las rectas £1 y £ 2 en un piano son perpendiculares u ortogonales, 
si y solo si un vector de direccion de £j es perpendicular a un 
vector de direccion £ 2 . 

Esta definicion es equivalente a la definicion euclidiana que afirma que dos 
rectas coplanares son perpendiculares cuando se intersecan formando un 
angulo recto. 

Ciaro esta que si un vector de direccion de£ies perpendicular a un vector 
de direccion de £ 2 , entonces todos los vectores de direccion de £1 son 
perpendiculares a todos los vectores de direccion de £ 2 - Dado que dos vectores 
son perpendiculares si y solo si su producto escalar es cero, entonces si Vi es 
un vector de direccion de £ iy v 2 es un vector de direccion de £ 2 ,las rectas £ { 
y £ 2 son perpendiculares si y solo si Vi • v 2 = 0. 

Ejemplo 3. Demuestre que la recta £1 con ecuacion parametrica vectorial 
u = (3, — 1) + /*(2, 3), es perpendicular a la recta £ 2 cuya 
ecuacion parametrica vectorial es u = (2, — 1) + /*(6, —4). 

Solucidn: De las ecuaciones dadas se ve que (2, 3) es un vector de 

direccion dc£i, y que (6, —4) es un vector de direccion de £ 2 - 
Puesto que (2, 3) • (6, — 4) = 12 — 12 = 0, £j, y £ > son per¬ 
pendiculares. En iorma analoga podemos definir perpendicula- 
ridad de dos rectas en terminos de sus vectores de direccion. 
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En la pagina 59 se vio que cada recta no vertical tiene un vector de 
direccion de la forma (l,m), donde m es la pendiente de la recta. Por 
consiguiente, si i^es una recta no vertical cuya pendiente es m i, y £ 2 es una 
recta no vertical cuya pendiente es m 2 , entonces. (1, m{) y (1, m 2 ) son vectores 
de direccion de£ x y£ 2 ,respectivamente. Como £iy £ 2 son perpendiculares si y 
solo si (1 ,mi) y (1, m 2 ) son perpendiculares, es decir, si y solo si 

(1, rn\) * (1, m 2 ) = 0, 

1 + m 1 m 2 = 0, 

miw 2 = —1, 

o bien 

Mi 

Se tiene: 

Dos rectas no verticales son perpendiculares si y solo si la 
pendiente de una es el negativo del reciproco de la pendiente de la 
otra. 

Las rectas verticales son perpendiculares a las rectas horizontales. Como se 
vio anteriormente no se puede definir la pendiente de las rectas verticales 
mientras que la pendiente de las rectas horizontales es cero. Para estos tipos 
de rectas el criterio anterior no es aplicable. 


_1_ 

m 2 


m 2 


Mi 


Ejercicios 2—3 


En los Ejercicios 1 —8, calcule la pendiente de la recta que contiene a los 
puntos dados S y T, y obtenga la ecuacion parametrica vectorial de estas 
rectas en la forma u = s + r(1, m). 


1. S(5, 1) y T( —4, 2) 

2. S(0, 7) y T(5, 0) 

3. S(3, -4) y T(—2, 1) 

4. S(2, 1) y T(l, —2) 


5. S(2, -3) y T(—4, -3) 

6. S(—1, —5) y T(4, -5) 

7. S(—2, -3) y T(— 1, -7) 

8. S(—5, -4) y T(2, 5) 


En los Ejercicios 9—16, obtenga una ecuacibn parametrica vectorial de la 
recta que pasa por el punto dado S y cuya pendiente es m. 


9. S(3, -4); m = 2 

10. S(—2, 1); m = -3 

11. S(0, -5); m = 0 

12. S(2, —3); no est£ definida 

la pendiente 


13. S( —2, -3); m = § 

14. S(l, -5); m = -f 

15. S(l, 0); no est£ definida la pendiente 

16. S( —3,4); m = 0 


En los Ejercicios 17—21, determine las rectas cuyas ecuaciones parambtricas 
vectoriales se mencionan (a) paralelas, (b) perpendiculares o bien (c) 
oblicuas. 


17. £ i: u = (2, -1) + /*(3, 2), <42 2 : u = (-3, 1) + r(6, 4) 

18. £ 1 : u = (4,7) + #>(-1, 3), £ 2 : u = (-2,5) + r(6, 2) 
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19. £ x : u = (3, -5) + r( 2, -3), £ 2 : u = (-1, 1) + r(~6,9) 

20. £ x : u = (1, -2) + r(-2, -3), £ 2 : u = (4, 2) + r(4, -3) 

21. £ x : u = (6, 1) + /•(—3,6), £ 2 : u = (-2, 1) + r( 4,2) 

22. Determine cuales de las rectas paralelas mencionadas en los Ejercicios 
17—21 coinciden. 

En los Ejercicios 23 —28, determine si los tres puntos dados R, S y T son 
colineales. 

23. R(2, 1), S(— 1, 3), T(5, — 1) 26. R(3, — 1),S(—2,-3),T(-1,-3) 

24. R(l, -2), S(7, 1), T(—3, -4) 27. R(l, 0), S(0, -3), T(3, 3) 

25. R(8, -3), S(—4, 5), T(2, 4) 28. R(2, 0), S(0, -5), T(4, 5) 

En los Ejercicios 29—36, obtenga una ecuacibn parambtrica vectorial de la 
recta que pasa por el punto dado S y que (a) es paralela o bien (b) es 
perpendicular a la recta cuya ecuacibn parametrica se menciona. 

29. S( —2, 1); u = (3,0) + r( 2,-1) 33. S(0, 4); u = (2,2) + r(-3, 3) 

30. S(l, 2); u = (-3, -2) + r(3, 4) 34. S(0, 0); u = (1, -1) + r( 4, 3) 

31. S(3, 4); u = (1,5) + r( 5, -2) 35. S(-2, -3); u = (3,3) + r(5, 6) 

32. S(2, 1); u = (- 1, 7) + r(l, 3) 36. S(4, -2); u = (1, 2) + r( 3, -4) 

En los Ejercicios 37 — 42, determine si la recta £, que contiene a los puntos 
dados QyRes (a) paralela, (b) perpendicular, o (c) oblicua a la recta £ 2 que 
contiene a los puntos dados S y T. 

37. £i: Q(3, 1) y R(4, 3); £ 2 : S(2, 4) y T(4, 8) 

38. £ i: Q(2,-5) y R(l, 2); £ 2 : S(6, 5) y T(-l,4) 

39. £ x : Q(-l, -2) y R(2, 2); £ 2 : S(-5, 7) y T(3, 1) 

40. £ x : Q(4,-5) y R(2,-1); £ 2 : S(6,-2) y T(-2, 3) 

41. £ x : Q(l, — 1) y R(3,0); £ 2 : S(0, 3) y T(l, 5) 

42. £ X :Q(2,0) y R(0,-2); £ 2 :S(-1,3) y T(2,-4) 

43. Si £ es la gr&fica de la ecuacion parametrica vectorial u = (a, b) + r(c, d ), 
obtenga una ecuacion parametrica vectorial de la recta 9TC que es paralela 
a £ y contiene al punto medio del segmento cuyos extremos son SOcj, y\) 

yT(x 2 j 2 )- 

44. En el Ejercicio43, obtenga una ecuacion parametrica vectorial de la recta 

que es perpendicular a £ y contiene al punto medio del segmento dado. 

45. Sean £ i y £ 2 dos rectas paralelas no coincidentes y que tienen un vector de 
direccion v, y sea S un punto sobre £1 pero que no estd sobre£ 2 , 
y sea T un punto sobre £ 2 pero que no est& sobre £\. 

Demuestre que si existiera un punto R comdn a ambas rectas entonces se 
tendria (r — s) • v p = 0 y (r ~ t) * v p ^ = 0. Demuestre entonces, que si 
(t — s) =(r — s) — (r — t), se tendria (t — s) • v p = 0 y entonces T 
estaria sobre £ x . ^Oue quiere decir esto? 

46. Demuestre que si A, B y C son puntos colineales, entonces (b — a) • (c — 

a ) P = o. 



64 Ca pi tulo 2 


Ecuaciones Cartesianas en la recta 


2—4 Forma cartesiana ordinaria de la ecuacidn de una recta 

La forma cartesiana ordinaria (pagina 47) de la ecuacion de ana recta en el 
piano, 

Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 9 * 0, 

se puede obtener de varias maneras. Una de estas se esboza en los Ejercicios 
35 y 36 de la pagina 68. En esta seccion se verd como se obtiene la forma 
cartesiana ordinaria a partir de una ecuacion vectorial de £. 

Cualquier vector no nulo que sea perpendicular al vector de direccion de 
una recta £ es un vector normal a £. En la Figura 2-11 se muestra a una 
recta £, que contiene al punto S(x x ,yi), asi como al vector n = (A, B) 
normal 


Figura 2-11 



a £, donde A y B representan numeros reales, uno de los cuales es diferente de 
cero. Si U(jc, y) es cualquier punto del piano, entonces U estd sobre £ si y solo 
si u — s es paralelo a £, es decir, si y solo si u — s es perpendicular a n. 
Entonces (pagina 55) una ecuacion de £ es 

(u — s) • n = 0, 

u • n — s • n = 0, 

o bien 

u • n = s • n. 

Puesto que u = (x, y), s = (xi,yi), y n = (A, B), esta ultima ecuacion se 
puede escribir en la forma 

(x,y) • (A, B) = (x u yi) • (A, B), 


o bien 


Ax + By — Ax 1 + By 1 . 
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Ahora, debido a que X\,yu 4, y B son constantes, el numero Ax\ + By i 
es tambien constante, y se denotar& mediante el simbolo —C. Se tiene 
fmalmente que 


■ Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 9 * 0. (1) 


es una ecuacion de £. La ecuacion cartesiana (1) es una ecuacion escalar de £ 
pues no contiene vectores. 

Ejemp/o 1. Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta que 
contiene al punto S(l,4) y que tiene a v = (3, — 2) como 
vector de direccion. 

Solution (/) : Puesto que un vector de direccion de £ es (3, -2), el vector 
normal a£es n = (2, 3). Ahora, como S(l, 4) estd sobre £, 
si U(x, y) es cualquier punto de £ se tiene 

(u — s) • n = 0. 

Puesto que u = (x, y), s = (1, 4), y n = (2,3), esta ecua¬ 
cion es equivalente a 

[(x,y) - (1,4)] -(2, 3) = 0, 

(■*■> y) • (2, 3) - (1,4)- ( 2 , 3) = 0, 

o bien 

2x + 3y - 14 = 0, 

que es la ecuacion cartesiana requerida. 

Solution (2) : Puesto que (3, —2) es un vector de direccion de £, un vector 
normal a £,es n = (A , B) = (2, 3). Entonces, por la Ecuacion 
(1) anterior se tiene que A = 2 y B = 3, es decir, 

2x 3y -j- C — 0. 

Como S(l, 4) esta sobre £, se puede sustituir a x por 1 y a y 
por 4 en esta ecuacion obteniendo 

2(1) + 3(4) + C = 0, 

6 

C = — 14. 

Por lo tanto, una ecuacion cartesiana ordinaria de £ es 


2x -j- 3y — 14 = 0. 
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Puesto que los vectores ( A,B ) y ( — son perpendiculares, si son 

respectivamente normales a las rectas £ 2 en el piano, entonces £1 y£ 2 
deben ser perpendiculares (vease la Figura 2-12). Se tiene que las ecuaciones 
de la forma 

Ax + By + C = 0, ’ 

-Bx + Ay + C' = 0, { } 


donde A 2 + B 2 ^ 0, son las ecuaciones cartesianas ordinarias de dos rectas 
que son perpendiculares. 


Figura 2—12 



Ejempio 2. Obtenga la ecuacibn cartesiana ordinaria de la recta que 
contiene a S(5, —1) y que es perependicular a la recta cuya 
ecuacion cartesiana es 

3* — 4y + 6 = 0. 


Solucidn: De las Ecuaciones (2) la ecuacion requerida tiene la forma 

4x + 3y + C' - 0. 

Puesto que S(5, — 1) estd sobre la recta se sustituye a x por 5 y 
a v por—1 para obtener 

4(?)+ 3(-l)+ C' = 0, 


Por lo tanto, la ecuacion cartesiana ordinaria de esta recta es 
4x + 3y - 17 - 0. 


Si (A, B) es un vector normal a una recta <£, entonces es tambien normal a 
cualquier recta paralela a £. Esto indica que las ecuaciones 

Ax + By + C = 0, 

Ax + By + C - 0, 

donde A 2 + B 1 ^ 0, son las ecuaciones cartesianas dos rectas paralelas. 

Ejempio 3. Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta que 
contiene al punto S(3, — 2) y que es paralela a la recta cuya 
ecuacion cartesiana es 2x — 5y — 4 — 0. 
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Solution: De las Ecuaciones(3), la ecuacion requerida es de la forma 

2* - 5y + C' = 0“ 


Puesto que S(3, —2) esta sobre la recta se puede sustituir a jc 
por 3 y a y por —2 obteniendo 


6 


2(3) - 5(—2) + C = 0, 
C = -16. 


Por lo tanto, la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta es 


2 x — 5y — 16 = 0 . 


Notese que cuando la ecuacion de una recta £ estd dada en su forma 
cartesiana ordinaria 

Ax + By ~f~ C = 0, A~ - f- B~ 0, 

entonces un vector normal a £ es n — (A, B), y un vector de direccion de £ es 
v == ( — B, A). Por consiguiente, la pendiente de £ estd dada por 

m — — 4 ’ si B 7 ^ 0. 

n 


Ejercicios 2—4 


En los Ejercicios 1—8,obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta que 
contiene al punto dado S y para la cual el vector dado es normal a ella. 


1- S(4,2); n = (3,5) 

2. S(3, 7); n - (2,4) 

3. S(2, -1); n = (1, -7) 

4. S(5,-3); n = (-6,1) 


5. S(—7, 3); n = (-1, -2) 

6 . S(— 6 , 1); n = (-3,3) 

7. S(—2, -2); n = (1, 1) 

8 . S(— 8 , -3); n = (-4,2) 


En los Ejercicios 9—14,obtenga la ecuacibn cartesiana ordinaria de la recta 
que contiene al punto dado S y uno de cuyos vectores de direccibn es el 
vector dado v. 


9. S(3, 7); v = 5i — 2j 12. S( 6 , 3); v = -3i + 5j 

.10. S(2, -1); v = 4i + 7j 13. S(7, -5); v = 6 i 

11. S( —4, 5); v = - 6 i + 3j 14. S(0, 5); v = -3j 

En los Ejercicios 15—20/ idiga cuales de los pares de rectas, cuyas ecuacio- 
nes cartesianas se dan, son perpendiculares, y cuales pares de rectas son 
paralelas? 


15. 2x — 3y + 7 = 0, 4x — 6y — 15 = 0 

16. 5* — ly + 13 = 0, -15* + 21^+25 = 0 

17. 4x + 5jy — 9 = 0, 10* — 8y -f- 17 — 0 

18. 6 x — + 19 = 0, 4* + 3y + 5 = 0 

19. 3* — 63 ; + 8 = 0, —2x + 4y - 7 = 0 

20. 8 * + 20>’ - 7 - 0, 15* - 6 y - 4 = 0 
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En los Ejercicios 21 -28, obtenga una ecuacibn cartesiana ordinaria de la recta 
que contiene al punto dado S y que (a) es perpendicular, o (b) es paralela a la 
recta cuya ecuacibn cartesiana se menciona. 


21. S(l, 3); 2x - 5y + 7 = 0 

22. S(5, 2); 3* + 4y — 8 = 0 

23. S(3, -2); 5x - 7y + 10 = 0 

24. S(2, -4); 3x - 4y + 12 = 0 

En los Ejercicios 29-34, obtenga una 
contiene a los puntos dados S y T. 

29. S(3, 5) y T(2, 6) 

30. S(2,7) y T(5, 1) 

31. S(4, -5) y T(—2, 3) 


25. S(—6, 2); 5x + 6y - 9 = 0 

26. S(—3, 5); 6x — 3y + 18 = 0 

27. S(-l, -1); x - 2y - 7 = 0 

28. S(—8, -3); 4x + ly - 11 = 0 

ecuacibn cartesiana de la recta que 

32. S(—4, 2) y T(3, -7) 

33. S(—1, —1) y T(0, — 1) 

34. S(3, -5) y T(3, 2) 


En los Ejercicios 35 y 36, hay que usar el concepto de mediatriz. 


35. Demuestre que toda recta en el piano cartesiano es la grafica de alguna 
ecuacion cartesiana lineal Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 0. [Sugeren- 
cia : Sea £ una recta del piano y tomese los puntos S(xi, y.i) y T(x 2 , y 2 ) 
de tal manera que £ sea la mediatriz de ST. Demuestre ahora que las 
siguientes afirmaciones son equivalentes: 

U(x, y) esta sobre £ 

d{ U, S) = d(U, T) (1) 

V(x - xO 2 + (y - yi ) 2 = V(x - x 2 ) 2 + (y - y 2 ) 2 

2(x 2 - xOx + 2(y 2 - yOy + (xj + y? - x 2 - yl) = 0 (2) 

^Es esta ultima ecuacion, lineal en las variables x y y? o sea £es de la 
forma Ax + By + C - 0, A 2 + B 2 ^ 0?] 

36. Demuestre que la grafica de toda ecuacion cartesiana lineal en dos 
variables es una recta. [ Sugerencia : Sea Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 

0, una ecuacion lineal en las variables x y y. La Ecuacidn (2) del 
Ejercicio 35 sugiere que se elijan los numeros x\, x 2 ,yi, y y 2 > como 
coordenadas de los puntos S y T, tales que 

2(x 2 — x x ) = A , 2(^2 ~~ yi ) = b, x i + y\ “■ x 2 “ y\ ^ c. (3) 

Demuestre que esta eleccion se puede efectuar resolviendo las dos 
primeras ecuaciones en (3), es decir, calculando asi x 2 y y 2 ,y entonces 
eiiminando a x 2 y y 2 de la ultima ecuacion de (3). La ecuacion dada 
Ax + By + C = 0 es ahora igual a (2). Use el hecho de que las 
Ecuaciones (2) y (1) son equivalentes para demostrar que la grdfica de 
de Ax + By + C = 0 es {U: d( U, S) = rf(U, T)}.] 
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* 37. Sea £ la recta cuya ecuacion cartesiana es Ax + By + C = 0, A 2 + 

B 2 ^ 0. Escriba una ecuacion cartesiana de la recta 3TC que es paralela a 
£ y que contiene al punto S(a, b). 

* 38. Escriba la ecuacion cartesiana de la recta $)l que es perpendicular a la 

recta £ que se menciona en el Ejercicio 37 y que contiene al punto 

so, by 

* 39. Demuestre que si el punto S(/?, k) esta sobre una recta paralela a la recta 

cuya ecuacion cartesiana es Ax + By + C = 0, con B ^ 0, entonces £ 
/ ^ 

interseca al eje y en Q( 0, — h + k 

* 40. Demuestre que si el punto S(//, k) esta sobre una recta paralela a la recta 

cuya ecuacion cartesiana es Ax + By + C = 0, con A ^ 0, entonces 

( B \ 

£ interseca al eje jc en R^/? + — k, Oj . 

2—5 Ecuaci6n punto y pendiente, y ecuacidn de la recta que pasa por 
dos puntos dados. 



La forma cartesiana ordinaria de la ecuacion de una recta 

Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 ^ 0, 

se puede escribir de muchas maneras equivalentes. Algunas de estas formas 
son especialmente interesantes, pues permiten obtener la ecuacibn de una 
recta directamente a partir de algunas propiedades geometricas de la recta, o 
bien permiten identificar ciertas propiedades geometricas de una recta, por 
inspeccion de su ecuacion. En esta seccion se discutir&n dos de estas formas 
utiles. 



En la figura 2-13 se muestra a la recta £ que pasa por un punto dado 
S(x\,yi). Si U(;c, y) es cualquier otro punto de £ entonces un vector de 
direccion de £ es 

U — s = (x,y) — (xi ,yi) 

= (x - x u y - Ji). 
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Se vio en la pagina 59 que si x ^ jc i, entonces la pendiente m de £ estd dada 
por 


y - y i 

x — x x 


= m, 


0) 


de donde se tiene 


y — yi ~ m(x - Xi). 


( 2 ) 


Se dice que esta ecuacion cartesiana de £ es la ecuacion punto y pendiente de 
la recta. Aunque la Ecuacidn (1) carece de significado cuando x = xi, la 
Ecuacion (2) queda satisfecha por las coordenadas de todos los puntos (x, y) 
de £, puesto que euando (x, y) = se tiene 


o bien 


>'\ — yi = m(x i - xO, 


0 = 0 . 


Si se especifica la pendiente de una recta y un punto sobre la recta se puede 
escribir una ecuacion de la forma (2) directamente, y despu6s transformarla 
en una ecuacion cartesiana ordinaria que sea equivalente, como se muestra 
en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo /. Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta que pasa 
por el punto S(7, —1) y cuya pendiente es 3. 


So/ucidn: Si se hace Xi = = —l y m = 3 en la Ecuacidn (2) se 

obtiene 

y - ( -1 ) = Xx - 7). 

Entonces 

y + 1 - 3x - 21, 

o bien 

3x — y — 22 = 0. 


Si una recta £ contiene a los puntos S(x 1 ,^ 1 ) y T(x 2 ,y 2 )> 
con x 2 5^ Xi, entonces se ha visto que la pendiente m de £ 
esta dada por 


m = --— • 

x 2 - x x 

Si se sustituye esta expresion de m en la Ecuacion (2) se obtiene la ecua¬ 
cion equivalente 


y - y l 


y 2 - y i 

x 2 - x x 


(X - Xj). 


( 3 ) 


Esta es la ecuacion cartesiana de £ que pasa por dos puntos dados. 
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Ejemplo 2 . Obtenga la ecuacion cartesiana en forma ordinaria de la recta 

que pasa por los puntos S(2, 3) y T(4, —7). 

Solution: Si en la Ecuacion (3) de la pagina70 se sustituye a x x y ^ipor 

las coordenadas del punto S(2, 3), y a x 2 y y 2 por las 
coordenadas del punto T(4 ? — 7), se obtiene 

y ~ 3 = ( * _ 2X 

y - 3 = -5(x - 2), 

- 3 = -5x + 10, 


Si las coordenadas x de dos puntos dados son iguales, entonces la recta que 
pasa por ellos es vertical (Figura 2- 14), y su pendiente no estd definida. Sin 
embargo, puesto que todos los puntos de una recta tal deben tener la misma, 
coordenada x, digamos Xi, la recta queda completamente determinada si se 
especifica esta coordenada, y por consiguiente la ecuacion de la recta es 


x 


= *i- 




y, 

T(.y, ,y 2 ) 




0 


x O 

X 


Figura 2-14 Figura 2-15 


Por otra parte, si la coordenada y de dos puntos dados es la misma, la recta 
que pasa por esos puntos es horizontal (Figura 2-15), y esa recta tiene 
pendiente cero. De la Ecuacion (2) de la pagina 70 se sigue inmediatamente 
que, 


y por lo tan to que 


y ~ y i=0, 

y = y 1 


es la ecuacion cartesiana de esta recta. 
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En las Secciones 2—1 y 2—2 se han obtenido dos formas de un sistema de 
ecuaciones parametricas de una recta: 

x = Xi + r(x 2 - Xi) x = Xi + rh 

y = yi + r(y 2 — >'i) y = yi + rk 

Ahora se vera como se relacionan dichos sistemas con las ecuaciones que se 
han discutido en esta seccion. En cada caso despejese a r en la primera 
ecuacion: 

x — Xi x — Xi 

r = - L r = -t— 1 

x 2 — x x h 

Sustituyendo este valor en la segunda ecuacion de cada caso se tiene 

y = y i + — 0’2 - yi) y = y 1 + (*), 

^2 — AJ fl 

o bien y - ^-(x - Xj) y - y t = | (x - x t ). (4) 

Puesto que - es la pendiente de la recta si h ^ 0, se ve que las Ecuaciones (4) 
h 

corresponden a las ecuaciones desarrolladas en esta seccion. 


Ejercicios 2—5 


En los Ejercicios 1 —10, obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta 
que pasa por el punto dado S y cuya pendiente es m. 


1. S(2, 5); m = 2 

2. S( 6 , 1); m = 4 

3. S(3, -4); m = -1 

4. S(7, -2); m = 5 

5. SC— 1, 5); m = -3 


6. S(—4, 6 ); m = —2 

7. SC—1, -1); m = i 

8 . S(—3, -5): m = -§ 

9. S(2, - 6 ); m = -f 
10. S( —4, -1); m = 0 


En los Ejercicios 11—22, obtenga la ecuacidn cartesiana ordinaria de la recta 
que pasa por los puntos dados S y T. 


11. S(l, 5) y T(3, 2) 

12. S(4, 1) y T(2, 6 ) 

13. S(2, -4) y T(— 1 , 2 ) 

14. S(3, -7) y T(l, -4) 

15. SC—6,-2) y T(7, - 2 ) 

16. SC —4, 3) y T(— 2 , 1 ) 


17. SC— 3, 4) y T(— 1 , - 1 ) 

18. S(—2, -3) y T(—5, -4) 

19. Sf4, -3) y T(7, -3) 

20. SC—3, 2) y T( 6 , 2) 

21 . S(3, 5) y T(3, -2) 

22. SC—4, 6 ) y T(-4, -3) 


En los Ejercicios 23 — 26, se dan las coordenadas de los vertices de un 
tricingulo. En cada ejercicio, obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de las 
rectas que contienen los lados del tridngulo. 


23. A(0,0), B(4, 2), C(-2, 6 ) 

24. A(0, 0), B( — 6 , 2), C(2, 4) 


25. A(— 1, 3), B(3, 7), C(7, 3) 

26. A(—3, -3), B( —3, 3), C(5, 0) 



Rectas en el piano 73 


27-30. Repita los Ejercicios 23—26 determinando ahora las rectas que 
contienen las medianas del triangulo dado. 

31-34. Repita los Ejercicios 23—26 determinando ahora las rectas que 
contienen las alturas del tri&ngulo dado. 


En los Ejercicios 35 y 36, recuerde que el segmen- 
to cuyos extremos son los puntos medios de dos 
lados de un triSngulo es paralelo ai tercer lado del 
triangulo, y que su longitud es la mitad de la 
longitud del tercer lado. Adem^s, upa mediana 
del triangulo biseca a este segmento. 


c 



35. Obtenga las ecuaciones cartesianas ordinarias de las rectas que contienen 
a las medianas del triangulo cuyos lados tienen los puntos medios 
S(2,6), T(5, 2), y 0(0,0). 

36. Repita el Ejercicio 35 para el triangulo cuyos lados tienen los puntos 
medios R(0, 5), S(2, 3), y T(-3, -3). 

37. Emplee el metodo expuesto en el Ejemplo 3 de la pagina 56 para calcular 
las coordenadas de los vertices del triangulo mencionado en el Ejercicio 35. 

38. Emplee el metodo expuesto en el Ejemplo 3 de la pdgina 56 para 
determinar los vertices del triangulo mencionado en el Ejercicio 36. 

39. Emplee el resultado del Ejercicio 37 para determinar las' ecuaciones 
cartesianas de las rectas que contienen las alturas del triangulo menciona¬ 
do en el Ejercicio 35. 

40. Emplee el resultado del Ejercicio 38 para obtener las ecuaciones cartesia¬ 
nas ordinarias de las rectas que contienen a las alturas del tri&ngulo 
mencionado en el Ejercicio 36. 


2—6 Ecuacion de la recta punto y pendiente en tgrminos de las 
interseccrones con los ejes 


Ax -f- By + C = 0, 

y - y i = mix - *i), 

o bien 

y-y, = l2 ~- y± (x - x x ) 

X 2 ~ Xi 

(donde A 2 + B 2 ^ 0 y x 2 ^ *i) de la ecuacion cartesiana de una recta. En 
esta seccion se estudiaran otras dos formas que tambien resultan utiles. 
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Como se muestra en la Figura 2 — 16, 
si una recta £ no es paralela al eje y , 
entonces debe intersecar al eje y en al- 
gun punto T (vease el Ejercicio 39, 
pagina 69). Puesto que lacoordenada x 
de cualquier punto del eje y es 0, las 
coordenadas de T deben ser de la 
forma (0, b), b G (R., El numero b se 
llama la ordenada al origen de £. Si se 
sustituye a X\ por Oyaj^i por b en la 
Ecuacion (2) de la pagina 70 se obtiene 



Figura 2—16 


o bien 


y — b = m(x — 0), 


y — mx + b. 


( 1 ) 


Esta ecuacidn de £ se llama la ecuacion punto y pendiente con ordenada al 
origen, puesto que m es la pendiente de £ y b es la ordenada al origen de £. 

Si en la ecuacion cartesiana ordinaria de una recta no vertical se despeja a 
y en funcion de se tiene 


Ax + By + C - 0 OB s* 0), 
By = —Ax — C, 


y = 



c 

b' 


Comparando esta ecuacidn con la Ecuaci6n (1) anterior se ve que 


m = 


A 

B 


y b - 


c 

B ‘ 


Esta expresion de m estd de acuerdo con la dada en la Seccion 2—4. 


Ejemplo 1. 

Solution: 


Calcule la pendiente y la ordenada al origen de la recta cuya 
ecuacion cartesiana es 3x — 4y = 12. 

Escribase esta ecuacion en la forma (1), obteniendose que 


3x — 4y - 12, 

-4 y = -3x + 12, 
y = ix- 3. 


Por inspeccion, la pendiente es f y la ordenada al origen es —3. 
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Si una recta £ no es paralela al eje x, entonces debe intersecar al eje x en 
algun punto. Este punto .tiene coordenadas de la forma (a, 0), a G CR, puesto 
que la coordenada y de todos los puntos del eje x es 0. (Vease la Figura 2-16.) 
El numero a recibe el nombre de abscisa al origen de £. 

Si la abscisa al origen de una recta £ es a y su ordenada al origen es b , con 
a 0 y b 0 , se pueden emplear las coordenadas de los puntos de 
interseccion de la recta £ con los ejes ( a , 0 ) y ( 0 , b), y por ecuacion cartesiana 
de £ que por dos puntos dados (Vease la Ecuacion (3), p&gina 70) se obtiene 

n b — 0 , v 

y-o- 0--7, 

—ay = bx — ab, 
bx + ay — ab , 

o multiplicando ambos miembros por —7 , 

ab 

■ ^ + ^ =1 - (2) 

a o 


Esta es la ecuacion punto y pendiente de ordenada y abscisa al origen de la 
recta £. 


Ejempto 2. Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta £ cuya 
ordenada al origen es x y cuya abscisa al origen es —5. 


So/ucidn: Empleando la Ecuacion (2) inmediatamente anterior y toman- 

do a — 3 y b — — 5, se tiene 


de donde 

o bien 



— 5x + 3 y = — 15, 
5x - 3y - 15 = 0. 


Esta, es la ecuacion cartesiana requerida de la recta £. 


Cuando se da la ecuacion de una recta £ en la forma Ax + By + C = 0, 
donde A, B y Cson todos no nulos, se pueden determinar a y b, la ordenada y 
abscisa al origen de £, simplemente sustituyendo a.yyx por 0 respectivamen- 
te. Asi se obtiene que 



a = 
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Ejercicios 2—6 


En los Ejercicios 1— 8, obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta 
cuya abscisa al origen y pendiente se dan. 


1. m = 2; b = 5 

2. m = — 3; b = 2 

3. m = 4; b = — 4 

4. m = — 2; b = — 1 


5. m = f; b = 0 

6 . m = — 6 = 0 

7. m = —f; 6 = 4 

8. w = 0; b = —5 


En los Ejercicios 9—16,calcule la pendiente y la abscisa al origen de la recta 
cuya ecuacion cartesiana se menciona. 


9. 3* — 4y + 8 = 0 

10. 2a — 5y + 10 = 0 

11. 5* + 4y - 16 = 0 

12. x + 3>> + 9 = 0 


13. lx - 2y - 4 = 0 

14. 3a + 4y + 5 = 0 

15. 3y + 6 = 0 

16. 5>> — 4 = 0 


En los Ejercicios 17—24, obtenga la ecuacidn cartesiana ordinaria de la recta 
cuya abscisa y ordenada al origen, b y a respectivamente, se dan. 


17. a = 2, 6 = 3 

18 . a = 5, b = 1 

19. a = -3, b = 2 

20. a = — 4, 6 = 4 


21. a = 1, b = -2 

22. a = 5, 6 = -3 

23. a = —1, b = —2 

24. a = —5, b = —4 


En los Ejercicios 25—32, calcule la ordenada al origen a y la abscisa al origen 
6 de la recta cuya ecuacion cartesiana se menciona. 


25. 3x + 4y - 12 = 0 

26. 2x + 3j — 18 = 0 

27. 5x — 3^ + 15 = 0 

28. x — ly — 14 = 0 


29. 5* - 2y + 10 = 0 

30. 8x + 3^ - 12 = 0 

31. 3a — 5y + 8 = 0 

32. 4a 4“ 6 y —1~ 7 = 0 


En los Ejercicios 33-40, obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de las rectas 
cuyas caracterlsticas estan dadas: 

33. La recta que contiene al origen y es perpendicular a la recta cuya 
ordenada y abscisa al origen son respectivamente 5 y — §, 

34. La recta que contiene al punto S(3, —2), y es perpendicular a la recta 
que pasa por T(l, 1) y cuya pendiente es f. 

35. La recta cuya abscisa y ordenada al origen suman7, y cuya pendiente es 

— (Sugerencict: Sea - = —in.) 

a 

36. La recta cuya ordenada y abscisa al origen suman 2,y cuya pendiente es 

37. La recta cuya ordenada y abscisa al origen suman 0, y que contiene al 
punto S(2, 4). 
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38. La recta cuya ordenada y abscisa al origen suman — 1, y que pasa por el 
punto S(2, 2). (Dos soluciones.) 

* 39. La recta para la cual el producto de la ordenada al origen y la abscisa al 

origen es 12, y que contiene al punto S(3, 1). 

*40. La recta para la cual el producto de la ordenada al origen y la abscisa al 
origen es 6 ,y que pasa por el punto S(§, —3). 

(Dos soluciones.) 

* 41 . ^Para que valor de a son perpendiculares las rectas? 



* 42. ^Para que valor de b son perpendiculares las rectas? 



2—7 Forma simetrica de la ecuacidn de la recta 

Las componenetes /?, k de un vector de direccion (/z, /c)de una recta reciben el 
nontbre de numeros directores de £. Estos numeros son importantes en la 
determination de otra forma util de la ecuacion de una recta que no sea 
paralela a ninguno de los ejes coordenados. 

Considerese una recta £ que pasa por el punto S(*i,ji) y que tiene al 
vector v = (/?, k) como un vector de direccion. Una ecuacion parametrica de 
esta recta £ es 

(.V, y) = (x + r(h, k ), /• e <R, 

de la cual se obtienen las ecuaciones parametricas cartesianas 

x = xi + rh y y = y i + rk. (1) 

(si h 9 ^ 0 y k 9 ^ 0, podemos despejar a r en cada una de las ecuaciones ante- 
riores, 

xjz x i = , = Ji , 
h k 

de donde, 



( 2 ) 


La Ecuacion (2) recibe el nombre de forma simetrica de la ecuacion de la recta. 

Si h 6 k son 0, entonces £ es paralela a un eje de coordenadas, es decir, £ 
es o bien vertical u horizontal. En estos casos la forma simetrica no es 
aplieable. Sin embargo, de la Ecuacion (1) se obtiene que x = a'i o bien 
y — y i, respectivamente, es la ecuacion de una recta. 
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Se puede determinar un par de numeros directores de £, al identificar a dos 
puntos S(x 1? y x ) y T(x 2 ,y 2 ) que esten sobre £,de la Ecuacion (1) se tiene 

*2 = *1 + ch, y 2 = >>1 + ck, 

donde c es una constante. De donde 

(*2 - x u y 2 ~ y i) = c(A, *), 

y por lo tanto, x 2 — x x y y 2 ~ y ison un par de numeros directores de £. 


Ejempto 1. 

Obtenga la ecuacion de la recta £ en su forma simetrica que 
pasa por los puntos S(3, — 3) y T(6, 1). 

Solution: 

Un par de numeros directores resultan ser 

h = A' 2 — x i = 6 — 3 = 3 

y 

k = v 2 — y\ = 1 “ (— 3 ) = 4 . 

Sustituyendo a x\ y y\ en la Ecuacion (2), pagina 77, por las 
respectivas coordenadas de S(3, —3), o de T(6, 1), se 
obtiene 

x ~ 3 y + 3 . x -- 6 _ y — 1 

3 “ 4 ° 3 ” 4 

Se puede verificar que cada una de estas ecuaciones 
representa a la misma recta, reduciendolas a la forma cartesia¬ 
na ordinaria. 


Dad a una ecuacion cartesiana ordinaria Ax + ity + C = 0 para una 
recta £, si y i? ^ 0, se puede escribir una ecuacion equivalente en forma 
simetrica simplemente identiftcando un punto S(xuy]) que este sobre la 
grafica de Ax + By + C = 0, y notando que el vector v = ( — B, A) es un 
vector de direccion de la grafica. Por lo tanto, se tiene que la ecuacion de £ en 
forma simetrica es 

X - X X _ y - y 1 



-B A 

Ejemplo 2. 

Obtenga la forma simetrica de la ecuacion cartesiana para la 
grafica de 

3x — 4y + 7 = 0. 

Solution: 

Calculese primero una solucion de 3x — 4y + 7 = 0 asignan- 
do un valor, por ejemplo 1, ary despejando a v. Se obtiene asi 

3(1) - 4y + 7 = 0, 

— 4 y = -10, 
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Por lo tanto, S(l, f) es un punto de la grafica de la ecuacion 
dada. Puesto que A = 3 y B — —4, el vector v = (4, 3) es un 
vector de direccion de la grafica. Esto indica que la ecuacion 
en forma simetrica es 


x ~ l _ y — 2 
4* — 3 

Se puede emplear a un vector de direccion de una recta para determinar el 
angulo de direccion de la recta. Recuerdese que el dngulo de direccion de un 
vector v = (h, k) satisface las condiciones 0 < m°(6) < 360. Si v es el vector 
de direccion de una recta <£, cada multiplo escalar no nulo de v es tambien un 
vector de direccion de £. En particular, — v es un vector de direccion de <£, y 
—v tiene sentido opuesto al de v. Esto indica que ya sea el angulo de direccion 
de v o bien el de — v satisface la condicion 0 < m°(6) < 180, y se dice que el 
angulo que satisfaga esta condicion es el angulo de direccion 6 de la recta £. 
(Vease la Figura 2-17.) 



Si h = 0, entonces m°(<9) = 90. De lo contrario, puesto que se puede 
— k k 

determinar- = - q a traves de la ecuacion 

-/z h 

ta n0 = %’ 0 < m°(6) < 180. 

Observese que 6 es simplemente la pendiente de £. 

El vector (-B, A) es un vector de direccion de la recta £, cuya ecuacion 
es Ax + By + C =0, A 2 + B 2 ^ 0. Entonces si B ^ 0, el dngulo de 
direccion d de £ esta dado por 


n A 
tan0= - T 


0 < m°(6) < 180. 
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Ejercicios 2—7 


En los Ejercicios 1 —12, obtenga la ecuacion de la recta <£ en su forma 
simetrica que pasa por los puntos dados S y T, y calcule el Angulo de 
direccion de £ con una precision de un grado. 


1. S(5,2) y T(3, 6 ) 

2 . S( 6 , 4) y T(2, 3) 

3. S(5, 9) y T(3, - 2 ) 

4. S(— 1, 3) y T(4, —3) 

5. S( —3, 4) y T(— 1, -3) 

6 . S(2, -4) y T(—3, - 2 ) 


7. S(4, —5) y T(2, — 1) 

8 . S(3, — 8 ) y T( —3, —7) 

9. SC— 1, ~3) y T( 2 , 3) 

10. SC— 6, —4) y T(4, — 1) 

11. S( —2, -3) y T( —3, -5) 

12 . SC—1, —7) y T(7, — 1 ) 


En los Ejercicios 13 —20,obtenga la ecuacion en su forma simetrica que sea 
equivalente a la ecuacion dada. 


13. 2x - y + 4 - 0 

14. x + 3y — 6 = 0 

15. 2x + 5y — 10 = 0 

16. 3* + 4y — 24 = 0 


17. 2x + 3y - 7 = 0 

18. 7x + 3y - 5 = 0 

19. 2x — 7y + 3 = 0 

20. 5* - 9y + 45 = 0 


En los Ejercicios 21—24,obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta 
£ que posea las caracterfsticas que se mencionan. 


21. Que pase por S( — 5, 3), y cuyo angulo de direccion sea 60°. 

22. Que pase por S(2, 6 ), y cuyo angulo de direccion sea 45°. 

23. Que pase por S(3, —2), y que sea perpendicular a una recta cuyo angulo 
de direccidn es 30°. 

24. Que pase por S(—4, —3), y que sea perpendicular a una recta cuyo angulo 
de direccion es 135°. 

* 25. Demuestre que las rectas cuyas ecuaciones simetricas son 

= y_~ h = „ y__~-.ii 

h k y k h 

son perpendiculares. 

* 26. Demuestre que si las rectas cuyas ecuaciones simetricas son 

= i__~_ii v = y_-ji2 

hi ki h‘2 ko 

son paralelas, entonces h\ko = h>k i. 

* 27. Demuestre que la ordenada y la abscisa al origen de la grafica de la 

ecuacion simetrica 

rJZ 

k 

hyi — kx i 


h 

son 

kxi — hyi 

k~ 


respectivamente. 
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Resumen del capltulo 


1. Las rectas en el piano se pueden representar mediante las ecuaciones 
tanto vectoriales como cartesianas. La ecuacion parametrica vectorial 

u = s + /*(t — s), r G (R, 

define la recta en el piano que pasa por los puntos S y T, supuestos 
distintos. La variable r que aparece en esta ecuacion es un parametro. Si 
el conjunto de valores de r es un intervalo cerrado, entonces la grdfica de 
la ecuacion es un segmento. Un sistema de ecuaciones parametricas 
cartesianas de la recta que pasa por S(xi,y\) y T(a 2 ,j; 2 ) es 


x = *1 + r(x 2 - Ai) y y = y Y + r(y 2 -J i). 

2. Un puntoU esta sobre la recta £, y pasa por S(ai, y i),con vector de dire¬ 
ccion v = (/?, 7c) si y solo si u — s es paralelo a v, Una ecuacion parametrica 
de £ es u = s + rv, y un sistema de ecuaciones parametricas cartesianas 
de£ son a = x\ + rh, y = y x + rk . El punto U(a, y) esta sobre JC si y 
solo si (u — s) • v p = 0. 

3. Si el vector ( h, /c), con h ^ 0, es un vector de direccion de la recta «£, 

k 

entonces la pendiente m de £ es - Este numero es el cociente de la 

h ' 

altura y la base de cualquier segmento que este sobre <£. Para la recta £ 
que pasa por los puntos S(ai, y{) y T(x 2 ,y 2 ) i , con a 2 ^ x u , se tiene 


a 2 - A! 

4. Las rectas paralelas no verticales tienen la misma pendiente. El producto 
de las pendientes de dos rectas perpendiculares, ninguna de las cuales es 
vertical, es —1. 

5. Un vector no nulo perpendicular al vector de direccion v de una recta £ es 
un vector normal a £. Si (A, B), donde A 2 + B 2 ^ 0, es un vector 
normal a <£, entonces la ecuacion cartesiana ordinaria de £ es 

Ax + By + C = 0, 


donde C es una constante adecuada. Una recta cuya ecuacion sea 
Ax + By + C' = 0 es paralela a £, y una recta cuya ecuacion sea 

— Bx + Ay + C = 0 es perpendicular a £. La pendiente de £ es — — 
si B 0. B 

6. La ecuacion de punto y pendiente de la ecuacion de una recta £ que pasa 
por el punto S(ai, y x ) y cuya pendiente es m estd dada por 

y - y 1 = rn(x - Al). 


La ecuacion de la recta que pasa por dos puntos dados 
T(a 2 , y 2 ) es 



y 2 - y i 

a 2 - A t 


(a - Aj). 


S(xi, yi) y 
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7. La ecuacion punto y pen cl i cute con ordenadas al origen de la ecuacion de 
la recta £ que tiene pendiente m y cuya ordenada al origen es b esta dada 
por 

y = mx + b. 

La ecuacion punto y pendiente con ordenada al origen y abscisa al origen 
de la recta £ cuya abscisa al origen es a y cuya ordenada al origen es b 
donde a ^ 0 y b ^ 0 , esta dada por 



8 . Si v = ( h , k) es un vector de direccion de una recta £, entonces h y k se 
llaman numeros directores de £. El angulo de direccion 0 de£satisface las 
condiciones 0 < m°(6) < 180; si h ^ 0 , entonces m°(6) se determina 
mediante la ecuacion 

tan 0 — ~ = m, 0 < m°(0) < 180, 

donde m es la pendiente de £. Si h ^ 0 y k 9 ^ 0, y £ pasa por el punto 
S(x\, entonces la forma simetrica de la ecuacion de £ estd dada por 

* - xi = y - y i m 
h k 

Ejercicios de repaso del capftu/o 

1. Obtenga la ecuacion parametrica vectorial y el sistema de ecuaciones 
parametricas cartesianas de la recta que pasa por los puntos S(3, —2) y 
T(-l,5). 

2 . Calcule las coordenadas del punto medio del segmento cuyos extremos son 
S(l, 7) y T(3, —9). 

3. Obtenga la ecuacion parametrica vectorial de la recta que pasa por el 
punto S(5, — 1) y para la cual v = (3, 1) es un vector de direccion. 

4. Determine si el punto T(l, — 8 ) esta sobre la recta cuya ecuacion 
parametrica vectorial es u = ( 3 , 2 ) + r( 1 , 5 ), r e 6i. 

5. Escriba la ecuacion parametrica vectorial de la recta que pasa por 
S(2, — 5) y cuya pendiente es —f. 

6 . Obtenga la ecuacion parametrica vectorial de la recta que pasa por 
S(—5, 7) y que es perpendicular a la recta cuya ecuacion parametrica 
vectorial es u = (1, 4) + r( — 2, 3), r e 63. 

7. Obtenga la ecuacion cartesiana ordinaria de la recta que pasa por el 
punto S(4, — 1) y que tiene al vector v = (1,3) como vector de direccion. 

8 . Obtenga la ecuacion cartesiana de la recta que pasa por los puntos 
S( —5, 7) y T(0, 3). 

9. 6 ^iga cual es la pendiente y cual es la ordenada al origen de la grafica de 
Ax — 2y + 7 = 0? 

10. Obtenga la forma simetrica de la ecuacion de la recta que pasa por los 
puntos S(7, 1) y T(- 1,9). 



Construcciones con regia y compds 


Los antiguos griegos investigaron a fondo el problema de c6mo construir 
figuras geometricas sencillas usando s6!o regia y compos. 

Debe entenderse, antes que nada, la naturaleza de este problema. Una 
regia es un instrumento mediante el cual se define una recta, o sea, el 
segmento de longitud indefinida que pasa por dos puntos dados de! piano, y 
no es nada mSs que eso. AnSlogamente, un compos es un instrumento 
mediante el cual se puede trazar una circunferencia, o arco de circunferencia, 
que tiene su centro en un punto dado y cuyo radio es la distancia que separa 
a dos puntos dados del piano, y no es nada m3s que eso. La recta y la 
circunferencia de las que hablamos no son las marcas que se hacen sobre un 
papel, sino que son conjuntos tridimensionales de moteculas que contienen 
electrones en constante movimiento; por ello, la recta y la circunferencia 
son conceptos que se estudian en geometria. 



La construccion de una figura empieza cori una configuracidn initial 
formada por un numero finito de puntos, rectas y circunferencias. Debe 
poderse terminar en un numero finito de pasos y debe ser matemAticamente 
exacta. 

De estos criterios pudiera parecer que el problema de una construccidn 
con regia y compSs no tiene implicaciones pr£cticas. Mediante una regia que 
tenga una escala, y mediante un transportador, o usando instrumentos m£s 



sofisticados, podemos medir la longitud de cualquier segmento y medir 
Angulos que sean necesarios con mucha precision. El problema es sin 
embargo historicamente importante puesto que obligd a los matemSticos a 
enfocar su atencion sobre problemas bSsicos. El conocimiento de los 
principios bSsicos de las matem£ticas y de la ciencia es fundamental para un 
progreso cientifico sano. 
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A continuacion se ilustran unas cuantas de las construcclones con regia y 
compos que son sencillas y nos son mbs familiares. 




Segmento 

congruente 



congruente un segmento 




Las configuraciones iniciales de las que nos ocuparemos en esta seccion 
del libro y en el comentario al final del Capftulo 3, en particular, la 
circunferencia y el cingulo de 60°, se pueden construir ellas mismas mediante 
la regia y el compos a partir de una configuracibn inicial que consta de solo 
dos puntos. Es decir, la circunferencia se puede trazar cuando se especifica 
su centro y uno de sus puntos, y un cingulo de 60° se obtiene construyendo 
un tribngulo equilbtero como se muestra en la figura anterior. Por lo tanto, 
cualquier construccion que se pueda llevar a cabo a partir de una de estas 
configuraciones iniciales, tambien se puede realizar con una configuracion 
inicial que conste solo de dos puntos. Diremos que una configuracion es 
constructible si se puede construir usando la regia y el compos empezando 
con solo dos puntos dados. 

Supongase pues,que empezando con una configuracibn que conste solo 
de dos puntos A y B y empleando d (A, B) como la unidad de distancia, se 
logra dar una construccion con regia y compbs de un segmento de longitud 
p. Entonces decimos que el numero p es constructible mediante la regia y el 
compbs. 
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Cualquier numero mensurable se puede construir como se indica en la 
figura (a). Si se puede construir el numero positivo p, tambi6n se puede 

construir a - y a y/p, como se muestra en las figuras (b) y (c) 

P 

respectivamente. 



d(A,B)= 1 
d(A, C) = 2 
d{A, Z)) = 3 


(a) 



x_\ 
T ~P 


(b) 



Si se puede construir a los numeros p y q, entonces tambten se puede 
construir a P + q. P - Q (si p > q). pq. y B • 

q 


p+q 


p-q . q 


p q 


p 




De esto se sigue que numeros tales como 

x - —- , y = V\/l + 2, y z = ‘\/ 3 + ' v//9 “ V6 

tambien se pueden construir. 

Notese, por ejemplo, que el segundo de los numeros que se menciona 
anteriormente satisface las relaciones 

Y 2 = VI + 2, 
y 2 — 2 = VI 
y 4 - 4y 2 + 4 = i 
7y 4 - 28k 2 + 27 = 0. 
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Si el numero k es una raiz de un polinomio con coeficientes enteros se 
dice que k es un numero a/gebraico. Por ejemplo, el numero racional f y el 
numero irracional ^3 son algebraicos, puesto que son raices de las 
ecuaciones 3x — 2 = 0 y x 2 — 3 = 0, respectivamente. Si n es el menor 
grado de los polinomios con coeficientes enteros de los cuajes k es raiz, se 
dice que k es un numero algebraico de grado n. Entonces \/3 es de grado 2 
aunque \/3 es tambien raiz de la ecuacion cuartica x 4 - 6x 2 +9 = 0. 

Los ejemplos anteriores de numeros que se pueden construir sugiere el 
siguiente resultado, que es vblido, pero que no se demostrarb en este libro: 

Si se puede construir el numero positivo k, entonces k es 
un numero algebraico de grado 2",donde n es un numero 
entero. 

El numero tt es un numero trascendente, o no algebraico; es decir, no 
existe un polinomio con coeficientes enteros cuya raiz sea?r. Este notable 
resultado fue establecido en 1882 por el matembtico alembn Carl Louis 
Ferdinand von Lindemann (1852—1939). Se sigue que no se puede construir 
el numero t. En el siguiente diagrama se esboza una cosntruccion vblida 
(pero no muy practical para obtener una aproximacibn al numero t, pero no 
se llega a obtener ir exactamente. 



Este resultado obtenido por Lindemann resolvib uno de los tres famosos 
problemas de construccion con regia y compbs que se habian planteado los 
antiguos griegos, el de la "cuadratura del circulo," 



o sea el de construir un cuadrado que aCote una regibn que tenga la misma 
3rea que la de un circulo dado. Si se toma al radio del circulo dado como 
unidad de longitud, entonces el brea del cfrculo es ?r, y el cuadrado requerido 
debe tener lados de longitud vV Si VV fuera constructive, entonces tt 
tambien serfa constructible. Pero ya hemos visto que esto no es asf. Por lo 
tanto, no se puede encontrar la cuadratura del circulo con regia y compbs. 





Cons trucciones con regia y compas 


87 


Otro de los tres famosos problemas que se plantearon los griegos 
antiguos es el de "duplicar el cubo", o sea construir un cubo cuyo volumen 


v=\ 

^=71 


1 


sea exactamente el doble del volumen de un cubo dado. Si se toma al lado 
del cubo dado como unidad de longitud, entonces el cubo requerido debe 
tener lados de longitud \^2 . Puesto que es rafz de la ecuacibn x 3 — 2 
= 0, entonces y/2 es un numero algebraico, y adembs y/l es a lo sumo de 
grado 3. Se puede demostrar fbcilmente que ^/2 no es rafz de una ecuacibn 
lineal, y que tampoco es rafz de una ecuacibn cuadrbtica, siendo estas 
ecuaciones de coeficientes enteros, es decir, se puede demostrar que \/l 
no es ni de grado 1 ni de grado 2. Por consiguiente, \/2 es de grado 3. 
Puesto que 3 no es de la forma 2 n , con n entero, entonces no se puede 
construir a y/2. Por lo tanto, no se puede duplicar el cubo con regia y 
compos. 

El tercer problema plantado en la antigliedad es el de trisecar un bngulo 
dado. Se discutir^ este problema en el Capftulo 3. 


V=2 


v 2 








Capi'tulo 




En este cap/tulo se emplearin I os tod os que se han 

desarrol/ado en capltulos anteriores para resolver varios 
tipos de problemas. Se obtendrdn la forma normal y la 
forma de determinate de la ecuacidn de la recta y se 
demo strain ana/lticamente varios teoremas 

geom&tricos. 




Aplicaciones de la Recta 


Relaciones entre rectas 


3—1 Distancia de un punto a una recta dada 

A1 estudiar geometria plana se ve que la distancia de un punto S a una recta 
dada <£ y que se denota mediante el simbolo d( S, <£), definiendose como la 
longitud de un segmento que es perpendicular a x, que empieza en £ y 
termina en S. (Figura 3 — 1). 




Se puede calcular d( S, £) empleando metodos vectoriales si se conocen las 
coordenadas de S, las coordenadas de algun punto T sobre la recta £, y se 
conoce un vector de direccion v de <£. Para calcular esta distancia, notese en la 
Figura 3-2 que lo que hay que calcular es el valor absoluto de la componente 
escalar de s — t en la direccion de v p . Es decir 

d(S, £) = |Conip Vp (s - t)|, 

o bien (recuerdese el Ejercicio 37 de la pagina 30 y lo mencionado en la pdgina 
37), 


d(S, £) = 


|(s - t) • v P | 


'Vp 


( 1 ) 
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La distancia que separa a S de £ no depende de la eleccidn de un punto 
particular T sobre £. Para concluir que esto es cierto tdmense dos puntos T 1 
y T 2 sobre £. En la Figura 3—3 se ve que 



Entonces tomando el producto escalar de cada miembro de esta ecuacidn con 
v p , se obtiene 

(s - to • V p = (t 2 - to • Vp + (s - t 2 ) • Vp = 0 + (s - t 2 ) • Vp. 


Por lo tanto 


Ejemplo 1. 


So/ucfdn: 


|(s - to • Vp[ |(s - t 2 ) • Vp) _ 

livp|| ||vp!| 

Calcule la distancia que separa a S(6, 2) de la recta £ que 
pasa por T(4, 2) y cuya pendiente es 


Puesto que la pendiente de £ es i, el vector v = 5(1, f) = 
(5, 1) es un vector de direccidn de £. Entonces v p = (—1, 5), 
y s — t, el vector que va de T a S, es igual a (6, 2) — (4, 2) = 
(2, 0). Por consiguiente 


d{ S, £) 


l(s - t) • v P 

IIvpII 


1(2, 0)- (-1,5)1 . I — 2[ = 2 

\/(— 1)- + 5 2 \/26 V26 


Para calcular d{ S, <£), cuando la ecuacion de £ estd dada en la forma 
cartesiana ordinaria, 


Ax + By + C — 0, 


( 2 ) 


se empieza por transformar esta ecuacidn a una forma especial que fue 
empleada sistematicamente por el geometra alemdn Ludwing Otto Hesse 
(1811—1874) y que el llamo forma normal Para obtener la forma normal se 
empleard el concepto de recta dirigida : si v es cualquier vector de direccion de 
una recta 3TC del piano, entonces se puede pensar que 3TI tiene una de dos 
direcciones: aquella de v o bien la de — v. Cuando se asigna una direccion a 
una recta se dice que la recta es una recta dirigida. Si S y T son dos puntos 
cualesquiera sobre una recta dirigida 3T7, entonces /(S, T), la distancia 
dirigida de S a T, es igual a la distancia d(S, T), o bien a T), segun si 3H 

y el vector que va de S a T tienen o no la misma direccidn. Por lo tanto la 
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distancia dirigida de S a T es la componente escalar del vector t — s paralela 
a la recta 201. 

Ahora para una recta dada £, sea 201 una recta dirigida que pasa por el 
origen 0 y que sea perpendicular a £; sea a el dngulo que forma la parte 
positiva del eje x con la direccion positiva de 201 , 0 < m°(a) < 360; sea P el 
punto de intersection de £ y 201 ; y sea p la distancia dirigida de 0 a P, como se 
muestra en la Figura 3—4. 




Figure 3—5 


(Observese que si 201 y el vector que va de 0 a P tienen la misma direccion, 
entonces la distancia dirigida de 0 a P es positiva y la distancia dirigida de P a 
0 es negativa.) En la Figura 3—4 se ve que £ queda determinada por ay p. 

En la Figura 3—5 se muestra a las rectas £ x , £ 2 , y £3, con m°(a) — 30 
y p — — 1, 0, y 2 respectivamente. Para estas rectas se podria escoger, con 
igual validez, m°(a) = 210 y/?=l, 0y — 2, respectivamente. 

Por definition de a y sen a, las coordenadas de P en la Figura 3—4 son 
(p cos a, p sen a). Puesto que el punto 0 esta tambien sobre 9ft, el vector que 
va de 0 a P, (p cos a, p sen a), es paralelo a 9ft ; por lo tanto el vector 
(cos a, sen a) es tambien paralelo a 9ft y es por consiguiente un vector de 
direccion de 911. Cualquier punto S(a, y ) del piano esta sobre £ si y s61o si el 
vector 

s — p = (a — p cos a, y — p sen a) 

es perpendicular a 911; es decir si y solo si 


o bien 


(x — p cos a, y — p sen a) • (cos a, sen a) = 0, 
(x cos a — p cos 2 a) + (ysena — 7; sen 2 a) = 0, 
x cos a + y sen a — /;(cos 2 a + sen 2 a) = 0, 


■ a* cos a + y sen a — p — 0. (3) 

La Ecuacion (3) es la forma normal de la ecuacion de£. 
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Si las ecuaciones (2) y (3) representan la misma recta 43, entonces los 
coefidentes de las dos ecuaciones deben ser proporcionales: 

A — kcosa, B = ksena, C = —kp , (4) 

en donde k es una constante. Para calcular k notese que 

A 2 + B 2 = k 2 cos 2 a + k 2 sen 2 a = /c 2 (cos 2 a + sen 2 a) = k 2 , 
de modo que 

k = zhVA 2 + ~B 2 . 

Por lo tanto debido a las Ecuaciones (4) 

A B —C /A/\ 

cos a = __ __ ’ sen a = - - > p = -- * (4 ) 

±VA 2 + 5 2 ±\ 44 2 + B 1 ±VA 2 + 

Se puede reducir la Ecuacion (2) a su forma normal dividiendo a ambos 
miembros por db \JA' 2 + B 2 . Esto es, se puede escribir la forma normal de la 
Ecuacion (2) de 43 ya sea como 

m ^ i B C 

■ ■■ 7 = — + —r-= = y + — - = 0 (5) 

VA 2 + B- \'A 2 + B 2 x'A 2 + B 2 
o bien como 

A , B , C A /c/x 

-x H 7 ====== T H-— 0. (5 ) 

+ B 2 -y/A* + B* -VA 2 + B 2 


Ejemplo 2. Obtenga una ecuacion en forma normal de la recta cuya 
ecuacion cartesiana es 43 

2* + 2y + 3 = 0, 

y determined valor de a, 0 < m°(a) < 360 y p primero (a) si 
p > 0 y despuek (b) si p < 0. Trace un esquema que ilustre 
cada caso. 


Solucidn: 


Puesto que A = 2 y B — 2, se tiene k = dtv 2 2 + 2 2 = 
zL2\' / 2. 

(a) Como C — 3, que es positivo y C = —kp, para obtener 
p > 0 se debe elegir k = — 2\/2. Entonces la forma nor¬ 
mal es 

2 ,2 ,3 

-— a* H-— y 4-— = 0, 

-2V2 -2V2 -2V2 


o bien 


1 _ 1_3_ 

V2 X V2 y 2V2 


= 0. 


Puesto que cos a 


1 

V2 


sen a = 


1 

\/2 


y -/> = 


3 

2V2’ 


se obtiene m°(a) = 225 v p 


2 V 2 


5 = 4 V 


1.06. 
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(b) Para obtener p < 0, se debe elegir k — 2\/l obteniendose 
la forma normal 



Para calcular la distancia que separa el panto S(x ]s j'i) de la recta £ 
mediante la ecuacion normal 


x cos a + y sen a — p — 0, 

notese primero que la recta £' que es paralela a £ y que pasa por S tiene una 
ecuacion en forma normal del tipo 

x cos a + y sen a — p' = 0, 

donde p f es la distancia dirigida de 0 a £'(Figura 3—6). Puesto que S(x i, >’i) 
esta sobre «£' se tiene 
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La distancia dirigida de £ a £' es p' — p, y esta es tambien la distancia 
dirigida de £ a S. Esto indica que 

■ d(S, £) = I p' — p\ = 1*1 cos a + J>! sin a — />|. (6) 

Por lo tanto la distancia que separa a S de £ queda determinada al tomarse el 
valor absoluto de la expresion que se obtiene al sustituir las coordenadas de S 
en el primer miembro de la ecuacion en forma normal de £. 

Se sigue de las Ecuaciones (4') y (6) que la distancia que separa al punto 
de la recta £ cuya ecuacibn cartesiana es 

Ax + By + C = 0, A 2 + B 2 ^ 0, 

esta dada por 

■ d(s, £) = \toi± Jy±+ S\. 

I VAA + B* I 

Ejemp/o 3. Dados los puntos S(l, 1) y T(l, 2), y la recta £ cuya ecuacion 
cartesiana es 3x + 4y — 8 = 0, obtener una ecuacion en 
forma normal para £, p' — p. Determine tambien para S y 
para T asi como d( S, £) y d(T, £). 

Solucidn: Puesto que A = 3yB = 4se tiene k — ±\/3 2 + 4 2 = ±5. 

Supongase que se elige k — 5. La forma normal de la 
ecuacion de £ es 


f* + \y - t = o. 

Para S se tiene 

P’-P = U i) + td) 
y 

d{ S,£) = |-i| 

Para T se tiene 

P’-P = Id) + f(2) - f = l 


d( T, £) = |f| = l 
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Notese que en la solucion anterior p' — p < 0 para S y p' — p > 0 para 
T. Esto indica que S y T estan en lados opuestos de <£, y el hecho que P > 0, 
indica que S y O est&n del mismo lado con respecto a £. 


Ejercicios 3—1 


En los Ejercicios 1 — 12 calcule la distancia que separa al punto dado S de la 
recta cuyo vector de direccion es v, o cuya pendiente es m, y que pasa por el 
punto dado T. 


1. S(3, 4); v = (2, 1), T(4, 7) 

2. S(2, 5); v = (3, — 1), T(l, 3) 

3. S(— 1, 3); v = (2, 2), T(4, -2) 

4. S(4, —7); v = (—5, —6), T(l, 0) 

5. S(—5, 1); v = (4, —6), T(0, — 1) 

6 . S(—6, -2); v = (1, 5), T(0, 0) 


7. S(l, 6); m = 2, T(3, 3) 

8. S(5, 1); m = -3, T(2, -1) 

9. S(4, -2); m = |,T(5, -3) 

10. S( —3, 7); m = -f, T(-4, 6) 

11. S(—3, -4); m = T(2, 3) 

12. S(—4, 0); m = -4, T(0, 4) _ 


En los Ejercicios 13—20 calcule la distancia que separa al punto S de la recta 
£ cuya ecuacidn se da. 


13. S(5, 7); 3x + 4y + 12 = 0 

14. S(3, 6); 2x - 3y + 6 = 0 

15. S(— 2, 4); 5x - 4y - 10 = 0 

16. S(—3,7); 6a: — 5^ — 15=0 


17. S(4, —3); x - 8y + 5 = 0 

18. S(5, -8); 4x + y - 3 = 0 

19. SC— 1, -5); 5x — 12j^ + 7 = 0 

20. S( —3, -6); 4x - 3y + 6 = 0 


En los Ejercicios 21—24 calcule las longitudes de las alturas del triSngulo 
cuyos vertices R, S y T se dan 

21. R(0, 4), S(4, —3), T(—3, 1) 23. R(7, 0), S(-1, 0), T(l, - 1) 

22. R(l, 0), S(2, 5), T( —2, 2) 24. R(4,-1), S(l, 7), T(-3, 3) 


25-28. Calcule el area de los triangulos cuyos vertices se dan en los Ejercicios 
. 21—24. 


En los Ejercicios 29 y 30 calcule la distancia que separa a las paralelas cuyas 
ecuaciones se dan. 

29. 3x — y — 8 = 0 y 3x — y — 15 = 0 

30. x — 3j> + 12 = 0 y x — 3y — 18 = 0 

31 . Calcule el valor de k tal que el punto (2, k ) sea equidistante de las rectas 
cuyas ecuaciones son x + y- 2 = 0yx-7y + 2 = 0. 

32. Calcule el valor de k tal que el punto (k, 4) sea equidistante de las rectas 
cuyas ecuaciones son 13x — 9 y — 10 = 0yx + 3^ — 6 = 0. 
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En los Ejercicios 33—36 obtenga las ecuaciones de las bisectrices de los 
angulos cuyos lados estAn sobre las rectas cuyas ecuaciones se dan. 

E/emplo. x + 2y -3 = 0 y 2x + y — 5 = 0 

So/ucidn: Recuerdese que cada punto de la bisectriz 

de un Angulo es equidistante de los lados 
del Angulo. Sean las coordenadas de un 
punto equidistante de las rectas dadas, 
entonces 

\x' + 2/ - 3| \2x' ± / - 51 

V5 V5 



y 

(0, 5)1 


\ 

\ (*', y')/ 

V \ 


M 

s ^/f 

o 

x 


/ V \ 

/ 

\ \ 

/ 

\ \ 


De la definicion de valor absoluto esto es equivalente a 
+ 2/ ~ 3 = 2x' + / - 5 0 bien x> + 2/ - 3 = _ 2x' + / - 5 > 

Vs Vs Vs Vs 

x r + 2/ — 3 = 2x 9 + / — 5 o bien x r + 2/ — 3 = — 2x f — y 9 + 5, 
x f — y' — 2 = 0 o bien 3x' + 3y' — 8 = 0. 

Por consiguiente las ecuaciones de las bisectrices son 
x — y — 2 = 0 y 3x + 3y — 8 = 0. 


33. 3* + 4y - 2 = 0 y 4x + 3y + 2 = 0 

34. - 4y + 1 = 0 y 5x + 12y - 2 = 0 

35. x + 3y — 2 — 0 y 2x — 6y + 5 = 0 

36. x + y — 6 = 0 y 3x — 3y + 5 = 0 

37. Obtenga las bisectrices del triAngulo cuyos vertices son R(6, 2), S( —2, —4), 
y T(— 8). ( Sugerencia: trace un diagrama que ayude a seleccionar las 
ecuaciones requeridas.) 

38. Obtenga las ecuaciones de las bisectrices del triAngulo cuyos lados estAn 

sobre las rectas cuyas ecuaciones son x + 2y — 4 = 0, x — 4-2 = 0, y 

2x — y — 8 = 0. 

39. Obtenga las ecuaciones de las rectas que son paralelas a la recta S3 cuya 

ecuacion es 3x — 4y + 10 = 0 y que estAn a cinco unidades de distancia 

de <£. 

40. Obtenga las ecuaciones de las rectas que son paralelas a la recta S3 de 
ecuacion I5x + Sy — 34 = 0 y que estAn localizadas a 4 unidades de 
esta. 
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* 41 . Calcule la distancia que separa al punto S (b, a) de la recta cuya abscisa y 

ordenada al origen son respectivamente a y b. 

* 42. Calcule la distancia que separa al punto S(6, — a ) de la recta cuya abscisa 

y ordenada al origen son respectivamente a y b. 

* 43. Demuestre que area de untriangulocuyos vertices son R(xi,.Vi), S(-X 2 ,.y 2 ), 

y T(x 3 , y 3 ) esta dada por 

4k i( v 2 ys) + * 20 + — y 1 ) + a+O'i — j+)|. 


3—2 Interseccidn de rectas 

En cursos anteriores se menciona que la interseccion de los conjuntos A y B 
(que se denota mediante A n B) se define como el conjunto de todos los 
elementos comunes a A y B. Una propiedad especial de los conjuntos de 
puntos que se llaman rectas es que, en el piano, la interseccion de dos rectas 
distintas es o bien el conjunto vacio (si las rectas son paralelas) o bien tienen 
solo un elemento (un solo punto si las rectas no son paralelas). Si “£ + y 
“£ 2 ” son la misma recta entonces £ x y £ 2 son paralelas y claramente su 
interseccion es tod a la recta. 

Se puede determinar si dos rectas son paralelas o no, simplemente 
comparando vectores de direccion, o lo que es equivalente, comparando 
vectores normales a las rectas. Si las rectas son en efecto paralelas entonces 
coinciden si y solo si tienen un punto comun (vease el Ejercicio 45, pdgina 63). 


Ejemplo 7. Si £ x y £ 2 son las rectas determinadas por 

£i = {(a :,y): 3x -4y = 5} 


y 

£2 = {(x,y): - 6x + 8^ + 9 = 0}, 
diga cual es el conjunto £1 n £2. 


So/ucidn: Por inspeccion de las ecuaciones dadas se ve que (3, —4) es un 

vector normal a£iy que (—6, 8) = —2(3, —4) es un vector 
normal a <£ 2 . Por lo tanto (4, 3) es un vector de direccion 
tanto de £ 1 como de £ 2 , y por consiguiente £1 y £ 2 son 
paralelas. 

Para calcular las coordenadas (x, y ) de un punto S sobre 
£ 1 basta asignar un valor arbitrario a x y despejar a y en la 
ecuacion de £1 Por ejemplo si a = 3 entonces 

> = -i(5 - 9) = 1, 

y S(3, 1) es un punto £i. Sustituyendo las coordenadas de S 
en la ecuacion de £ 2 , se tiene —6(3) -(- 8(1) + 9 = —18 + 
8 + 9^0. Por lo tanto S no esta sobre £ 2 y £+£2 = 0. 


98 Capftu/o 3 


A1 estudiar algebra se ve que se puede emplear metodos cartesianos para 
demostrar que rectas no paralelas se 
intersectan en un solo punto. Se pue- 
den emplear tambien metodos vecto- 
riales para demostrar que este resulta- 
do es valido. Considerese la Figura 
3 - 7 en la que se muestran la recta £ i 
que pasa por los puntos Q(—3, —2)y 
R(0, 2) y la recta £ 2 que pasa por los 
puntos S(5,0) y T(6, —3); en esta fi¬ 
gura se ve que £ x y £ 2 se intersecan 
en un solo punto. Para demostrar que 
esto es asi, hay que demostrar anali- 
ticamente (1) que hay solo un punto que 
puede estar en ambas rectas y (2) que 
este punto de hecho esta sobre ambas 
rectas. 

De la information dada se tiene que una ecuacion parametrica vectorial de 
£i es 

(x,y) = (-3, -2) + >‘i[(0, 2) - (-3, —2)], n e (R, 

o bien 

(x,y) = (-3, -2) + n(3,4); 
y que una ecuacion parametrica vectorial de £ 2 es 

(x, y) = (5, 0) + r 2 [(6, -3) - (5, 0)], /- 2 G <R, 

o bien 

{x,y) = (5,0) + r 2 (l, -3). 

Supongase que U (a, b ) es un punto que esta sobre ambas rectas. Debe 
demostrarse que 

(a, b) = (-3, -2) + n(3, 4) y (a, b ) - (5, 0) + r 2 ( 1, -3), 
de modo que 

(-3, —2) + n(3, 4) = (5, 0) + r 2 (l, -3). (1) 

De esta ecuacion (D se puede despejar a y r 2 como sigue: puesto que 
para cualquier vector v, v • v p = 0 eliminese r x tomando el producto es 
calar de cada miembro de la Ecuacidn (!) (recuerdese la Propiedad Distributiva 
mencionada en la Seccion 1 — 6) con el vector (3, 4) p = ( — 4, 3) para obtener 

(-3, -2). (-4, 3) + r i(3, 4). (-4, 3) - (5, 0). (-4, 3) + r 2 ( 1, -3) • (-4, 3) 

6 + r i (0) — —20 + r 2 (— 13), 

26 - — 13a* 2 , 
r 2 = -2. 

Analogamente eliminese a r 2 tomando el producto escalar de cada miembro 
de la Ecuacion (l)con(l, —3) p = (3, 1). Se obtiene 
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(-3, -2) • (3, 1) + r i(3, 4) • (3, 1) - (5, 0) * (3, 1) + r 2 (l, -3) • (3, 1), 
-11 + /i(13) = 15 + r 2 (0), 


1 3r i — 26, 

= 2 . 


Luego se existe un punto U(a, b) que este sobre ambas rectas entonces para 
ese punto se debe tener r x = 2 y r 2 = —2. Sustituyendo estos valores en las 
ecuaciones de <£j y <£ 2 se obtiene respectivamente 


(a, b) = (-3, -2) + 2(3, 4) = (-3, -2) + (6, 8) = (3, 6) 


y 


(a, b ) = (5, 0) - 2(1, —3) = (5, 0) + (-2, 6) = (3, 6). 


Por lo tanto £i y £ 2 se intersectan en el punto U(3, 6) unicamente. Puesto 
que este metodo se puede emplear para cualquier par de rectas no paralelas 
dadas, se concluye que dos rectas no paralelas en el piano se intersectan en un 
punto exactamente. 

Si se defmen dos rectas en el piano mediante un sistema de dos ecuaciones 
lineales con dos incognitas, entonces su punto de interseccibn se puede 
calcular resolviendo las dos ecuaciones simultaneamente. En cursos de algebra 
se menciona que dos ecuaciones lineales con dos incognitas se pueden resolver 
por sustitucion o por eliminacion de una incognita, metodo que a veces se 
llama “metodo de combinacion linear’. Ambas tecnicas, asi como el metodo 
vectorial que es semejante al de eliminacion, se ilustran en las soluciones del 
siguiente ejemplo. 

Ejempio 2. Resuelva el sistema 


3* - Sy = 1 
4* + 3y - 11 


( 1 ) 

( 2 ) 


Solution por sustitucion: 


Despejese a y de la Ecuacion (1) en terminos de x 

v - s _ 1 
y — 5* 5 - 


( 3 ) 


Sustituyase este valor de y en la Ecuacion (2) y despejese a x en 
la ecuacidn resultante 


4* + 3(f* - !) = 11, 


x = 2. 


Sustituyase este valor de x en la Ecuacion (3) y despejese a y de 
la ecuacion resultante 



Por lo tanto, la unica solucion del sistema es (2, 1). Para 
comprobar que (2, 1) es en efecto solucion del sistema, se 
sustituye a x por 2 y a y por 1 en las ecuaciones originales 


3(2) - 5(1) = 1, 
1 = 1. 


4(2) + 3(1) = 11, 

11 = 11 . 


Por lo tanto es la unica solucion del sistema. 
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Solucidn por e/iminacidn: 

MultipKquense ambos miembros de la Ecuacion (1) por 3 y 
ambos miembros de la Ecuacion (2) por 5 para obtener 
9x — 15 y - 3 
20* + 15 y = 55 

Sumen los miembros correspondientes de estas ecuaciones y se 
obtiene 

29* = 58, 
x — 2. 

Ahora sustituyase a x por 2 en una de las ecuaciones originales 
y despejese el valor de y, tal como se hizo en la solucion por 
sustitucion; o bien regresando a las ecuaciones originales 
eliminese a x de la siguiente manera: multipliquense ambos 
miembros de la Ecuacion (1) por — 4 y ambos miembros de la 
Ecuacion (2) por 3 para obtener el sistema equivalente 

— 12* + 20 y = -4 
12 * + 9y = 33 

Sumense estas ecuaciones miembro a miembro para obtener 

29y = 29, 

y = 1 - 

Como antes, la unica solucion posible del sistema es (2, 1), y se 
puede comprobar que (2, 1) es en efecto solucion, sustituyendo 
estos valores en las ecuaciones originales. 


Solucidn vectorial: 

El sistema de ecuaciones dado, es decir, la afirmacidn com- 
puesta. 


3 * - 5y - 1 y 4* + 3 y = 11, 
es equivalente a la ecuacion vectorial 

(3* - 5y, 4* + 3^) = (1, 11), 
que a su vez es equivalente a 

*(3,4).— >>(5, — 3) — (1,11). (4) 

Esta ecuacion se puede resolver empleando el metodo descrito 
en la p&gina 98. Es decir, se elimina a y multiplicando ambos 
miembros de la Ecuacion (4) por (5, — 3) p = (3,5). Se 
obtiene 

*0.4) • (3, 5) - y(5, -3) • (3, 5) = (1, 11) • (3, 5), 

29x - 0 y = 58. 

2 . 
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Se puede eliminar a x tomando el producto escalar de ambos 
miembros con (3, 4) p = (—4, 3). Se obtiene 

*(3, 4) • (-4, 3) - y( 5, -3) • (-4, 3) = (1, 11) • (-4, 3), 

Ox + 29 y = 29, 
y= 1- 

Por lo tanto la unica soluci6n del sistema es (2, 1), y como en 
los casos anteriores se puede comprobar que (2, 1) es solucion 
del sistema sustituiyendo estos valores en las Ecuaciones (1) y 
( 2 ). 

Si se compara a la solucion por eliminacion con la solucion vectorial se ve 
inmediatamente que son equivalentes. La ecuacion vectorial (4) es equivalente 
a las ecuaciones cartesianas (1) y (2). Para eliminar a y multipliquense ambos 
miembros de la Ecuacion (1) por 3 y ambos miembros de (2) por 5, sdmense las 
ecuaciones resultantes, o lo que es lo mismo tomense el producto escalar de 
ambos miembros de (4) con (3, 5). An&logamente para eliminar x multipli¬ 
quense ambos miembros de (1) y (2) por — 4 y 3 respectivamente, y sfimense; o 
lo que es equivalente, tomese el producto escalar de ambos miembros de (4) por 
(-4, 3). 


Ejercicios 3—2 

En los Ejercicios 1-6, diga cual es £, n £ 2 , si £, y £ 2 son las rectas cuyas 
ecuaciones se dan. (Los pardmetros /■,, r 2 , , t 2 son numeros reales.) 

1. £,: (x,y) = (3,4).+ n( 1, 1); £ 2 : (x, y) = (I,2) + r 2 (l,-3) 

2. £! : (x,y) = (2, -3) + r t ( 4, -2); £ 2 : (x,y) = (-2, 1) + r 2 (-l, -2) 

3. £j: x — 2y = 3; £ 2 : 2x + y = 1 

4. £ x : 3x — y = 4j £ 2 ; x + 3 y = 8 

5. £j: (x, j>) = (3 — 2ty, 1 — +); £ 2 : (x, y) = (4 + 5 1 2 , 2 + 3 1 2 ) 

6. £j: (x, y) = (6 + 3t\, 3 2/ 1 ); £ 2 : (x, y) = (3 — 3/ 2 , 5 + 21 2 ) 

En los Ejercicios 7—10, resuelva el sistema dado por sustitucidn. 


7. x + 3^ = 7 
2x + y = -1 

8 . 3x — 2y = 19 
2x + 5^ = 0 

En los Ejercicios 11-16, resuelva 

11. x + 3y = 7 
x - y = 3 

12. x — 3y = — 8 
2x + y = 5 

13. 2x — 5y = 3 
3x + y = 13 


9. x - 2y = 1 
— 2x + 4 y — — 14 
10. 4x - 3 y = -2 
3x + 2y = 1 

sistema dado por eliminacidn. 

14. 3x + 2y = 4 

2x - ly = 11 

15. 3x - 2y = 8 

6x — Ay = 3 

16. 5x + y = -9 
x — 3y = — 5 


102 Capf tulo 3 


17 — 26 . Resuelva los sistemas dados en los Ejercicios 7—16 por el metodo 
vectorial. 

En los Ejercicios 27 —30,diga cuales son los vectores de los vertices del tricin- 

gulo cuyos lados estcin sobre las rectas dadas. 

27. 2x + y = 4, 28. x — y = —1, 

x - 3y = -5, x + 3y = 7, 

4x - 5y = 8. x + y = - 1. 

29. (x,y)= (3, 1) + nil, -2), 

(x, y) = (5, 7) + r 2 ( 3, 4), 

(*,7) = (—3, —7) + r 3 (l, 3). 

30. (x, >•) = (2,4) + r 1 (0, 1), 

( x,y) = (5,4) + r 2 ( 2, 1), 

(x,y) = (3,3) + r 3 (-l,l). 

En los Ejercicios 31—36, diga cual es la ecuacidn cartesiana en forma 

ordinaria de la recta cuyas caracterlsticas se mencionan: 

31. Pasa por el punto S(4, f) y por el punto de interseccion de las rectas cuyas 
ecuaciones son 3x — 4y — 2 = 0 y 12x — 15^ —8 = 0. 

32. Pasa por el punto S(l> 1) y por el punto de interseccidn de las rectas cuyas 
ecuaciones son 2x — 5y + 9 = 0 y 4x + y + 7 = 0. 

33. Pasa por el punto de interseccidn de las rectas cuyas ecuaciones. son 
3x + y — 16 = 0 y 2x — ly — 3 = 0 y es paralela a la recta cuya 
ecuacion es x — 3y + 2 = 0. 

34. Pasa por el punto de interseccion de las rectas cuyas ecuaciones son 
2 x + y = 13 y 7x — y = 2, y es paralela a la recta cuya ecuacion es 
X — y = 2. 

35. Pasa por el punto de interseccion de las rectas cuyas ecuaciones son 
x + 2.y = 12 y 3x — 4 y — 26, y es perpendicular a la recta cuya 
ecuacidn es x + y = 1. 

36. Pasa por el punto de interseccion de las rectas cuyas ecuaciones son 
3x + 4y + 10 = 0 y 5x — 12y — 12 = 0, yes perpendicular a la recta 
cuya ecuacion es x — 2y + 6 = 0. 

37,Obtenga las ecuaciones de las rectas que contienen a las diagonales del 
cuadril&tero cuyos lados son las rectas dadas por las ecuaciones x — 3;> + 
13 = 0, lx — y + 31 = 0, x — 3y — 7 = 0 y x + y — 11 =0. 

38. Las rectas cuyas ecuaciones son 3x — Sy — 2 = 0 y 3x — 8^ — 44 = 0 
contienen a lados opuestos de un paralelogramo, y una de las diagonales 
de ese paralelogramo est& sobre la recta cuya ecuacion es x + 2y + 4 = 0. 
Si la otra diagonal del paralelogramo pasa por el punto (4, £), Calcule los 
vertices del paralelogramo. 
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39. Demuestre que si a x b 2 — a 2 b x ^ 0, el sistema 

a ix + b x y = Ci 
a 2 x + b 2 y — c 2 

tiene una solucion unica dada por 

x = c i b * ~ c *b\ , _ MLlM. 

d\b 2 — d 2 b i ciib 2 — ct 2 bi 

40, Emplee el resultado del Ejercicio 39 para resolver el sistema. 

4x — 3y = 5 
2x + 5y = 35 


Metodos analfticos 


3—3 Determinantes 


renglon, 


1 


columna 
1 2 3 

'3 2 5" 
.1 0 6 _ 


Los determinantes son dtiles en la solucidn de sistemas de ecuaciones lineales y 
tienen ademds muchas otras aplicaciones en la geome- 
tria analitica. 

Recuerdese que un arreglo de numeros como la que 
muestra en color en la figura, representa a una matriz, tal 
como un digito representa a un numero. Observese que 
el arreglo de numeros esta encerrado entre corchetes. Se 
emplean mayusculas, tales como M y N, para denotar 
matrices. 

Cada numero de ese arreglo representa un elemento de la matriz. El 
numero de renglones (horizontales) y el numero de cclumnas (verticales) 
formados por los elementos de una matriz determinan sus dimensiones. Por 
ejemplo la matriz que se indica anteriormente tiene dos renglones y tres 
columnas y se dice que es una matriz de 2 X 3 (lease “matriz de dos por 
tres”). Observese que se da primero el ndmero de renglones y despues el 
numero de columnas. Se identifica a un elemento de la matriz especificando a 
que renglon y a que columna pertenece. En la matriz mencionada el elemento 
que esta en el primer renglon y en la tercera columna es 5. 

Si una matriz tiene el mismo numero n de renglones y de columnas se dice 
que es una matriz cuadrada de orden n . Se puede asociar a cada matriz 
cuadrada M, cuyos elementos son numeros reales, un ndmero particular, 
llamado el determinante de M y que se denota mediante “det M” (ledse 
‘‘determinante de M”). 

A veces se representa a los determinantes en la misma forma que a las 
matrices, excepto que se emplean un par de barras verticales en lugar de los 
corchetes. Por ejemplo 


det 


a i 




b , 

_G 2 

b,\ 


a 2 

b 2 
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Los elementos de la matriz, sus renglones y sus columnas, se llaman tambien 
elementos, renglones y columnas del determinante, y se dice que el orden de la 
matriz es tambien el orden del determinante. 

El determinante de la matriz de 1 X 1 es precisamente el ntimero a x 
mismo. Por ejemplo 

det [ — 7 ] = - 7 . 

(Notese que en este caso no se usardn barras verticales en un determinante de 
primer orden, pues se podria confundir con las barras verticales que sirven 
para indicar valor absoluto.) 

El determinante de una matriz de 2 X 2 se define como: 


a i b x 
a 2 b 2 


a ib 2 — ci ob i. 


0 ) 


Por ejemplo 


4 2 
-2 7 


4 

-2 


= 28 - (—4) = 32. 


El determinante de una matriz de 3 X 3 se define como 


a i b i ci 
Cl 2 b 2 Co 
Cl 3 b% C3 


ci \ b oC 3 + ci 2 b-sCi + a^biCo — ciyb^Co — ciobiC 3 


a-sb 2 c 1. 

( 2 ) 


Las sumas de productos que se indican en (1) y (2) reciben el nombre de 
desarrollo de un determinante. 

El determinante de una matriz cuadrada de orden superior se define en 
terminos de determinantes de matrices de ordenes inferiores empleando 
menores. El menor de un elemento de un determinante se define como el 
determinante que se obtiene borrando el rengldn y la columna a las que 
pertenece el elemento. Por ejemplo 


el menor de 4 en 



4 3| , 

4 2 

g 2 , y d menor de —7 es 

-6 5 


En forma andloga el menor de 0 es 


En el segundo miembro de la ecuacion (2) se puede factorizar por pares los 
terminos de varias formas. Unas de estas formas es 


a\ib 2 c - b^Co) - bi(a 2 C3 - a 6 c 2 ) + Ci(a 2 b 3 - a 3 b 2 ). 

Se sigue que si A U B U y C x representa los menores de a u bu y c 1 , 
respectivamente se puede escribir 


Cl 1 

b i 

Cl 

Cl 2 

b 2 

C 2 

a 3 


C3‘ 


ci \A\ — b 1B 1 + c x C 1 . 


El segundo miembro de esta ultima ecuacion recibe el nombre de desarrollo 
del determinante por menores respecto al primer renglon. 
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Reordenando adecuadamente los terminos del segundo miembro de la 
Ecuacion (2) se puede demostrar que cualquier determinante de tercer orden 
se puede desarrollar por menores con respecto a cualquier renglon o cualquier 
columna como sigue: 

1. Elijase un renglon o una columna, y calctilese el producto de 
cada elemento del renglon o columna por su menor. 

2. T6mese este producto o su negativo segtin sea par o impar 
respectivamente la suma del ndmero de renglon y el ntimero de 
columna que ocupa el elemento. 

3. La suma de estos numeros es el valor del determinante. 


Se emplea el mismo procedimiento para obtener el desarrollo de determi- 
nantes de cuarto orden (o de orden superior a cuatro). Por ejemplo se tiene 


a 1 

b 1 

c 1 

d 

a 2 

b 2 

^2 

d, 

^3 

bz 

^3 

di 

a 4 

b. 

C 4 

d, 


— b\Bi + b2 $2 ~ b^Bz + b 4 B 4 , 



«2 

C 2 

d 2 


a 1 

c 1 

d 1 

donde B x = 

«3 

^3 

d's 

, B 2 = 

«3 

c 3 

d 3 


a 4 

^4 

d 4 


a 4 


d 4 


y asi sucesivamente 


Ejemplo 1. 


Desarrolle 


1 

2 

4 


3 

0 

5 


-2 

-3 

1 


por menores del segundo renglon. 


So/ucion: Los elementos del segundo renglon son 2, 0 y —3. El elemento 

2 esta en el segundo renglon y la primera columna; puesto que 
2+1 = 3 (impar) tomamos el negativo del producto de este 
elemento por su menor. Analogamente tomamos el producto 0 
por su menor y el negativo del producto de —3 por su menor. 
Entonces 

1 3 -2 

2 0-3 

4 5 1 

= -2(13) + 0(9) + 3(—7) = -47. 


= -2 


3 -2 
5 1 


+ 0 


- (-3) 


En el Ejercicio 39, pdgina 103 se indica que si a x b 2 — ci 2 b\ ^ 0 entonces 
el sistema de ecuaciones 

a x x + b x y = cC 
a 2 x + b 2 y = c 2 


tiene una solueion unica dada por 


Cib 2 - c 2 b 1 j 

Q \ b 2 — ^2^1 


a x C2 — # 2^1 _ 

Q\b 2 — ^ 2^1 
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Esta solucion se puede escribir mediante determinantes como 


Cl 

bi 



Cl 

c 2 

b 2 

y = 


C‘2 

1 Ql 

b i\ 

a i 

H 

1 a 2 

^2 


a 2 

b 2 ! 


Sea ahora M la matriz Ul 

I a 2 


bi 

b 2 _ 


formada por los coeficientes de x y y, y sea 


D = det M y observese que los determinantes que aparecen en los numerado- 
res, que llamaremos D x y D y , respectivamente, son los determinantes de las 
matrices que se obtienen de M reemplazando a los coeficientes de las variables 
x y v respectivamente en la Ecuacion (3), por los terminos constantes c x y c 2 . 
Por lo tanto si D ^ 0, entonces el sistema (3) de ecuaciones tiene una 
solucion unica que esta dada por 




Para cualquier entero n , se puede extender este patron para expresar la 
unica solucion de cualquier sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas, 
para el cual el determinante D de la matriz M formada por los coeficientes de 
las variables sea no nulo, Esta forma de expresar la solucion mediante 
determinantes recibe el nombre de Regia de Cramer. 

En particular para el sistema 


a x x + b x y + c x z = d x 
a 2 x + b 2 y + c 2 z = d 2 
a?>x + b< s y + c 3 z = </ 3 

se tiene 



Cll 

by 

Cl 


di 

by 


D = 

a 2 

b 2 

C 2 

, D x = 

d 2 

b 2 

c 2 


a 3 

b 3 

c 3 


d3 

b 3 

C3 


ai 

dy 

Cl 


a l 

by 

di 

D u = 

Cl 2 

do 

c 2 

, D z = 

a 2 

b 2 

d 2 


a 3 

d 3 

c 3 


a 3 

b 3 

ds 


y si D 7 ^ 0, entonces la solucion es unica y esta dada por 



A/ 

D 


z — 


D s 

D 


La siguiente propiedad de los determinantes resulta util en las aplicaciones 
de estos a la geometria analitica (vease los Ejercicios 12 y 13, p&gina 107). 


Si dos renglones (o dos columnas) de un determinante tienen 
elementos correspondientes iguales, entonces el valor del determi¬ 
nante es cero. 
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EJemp/o 2. 


S ofu cion: 


Demuestre que para dos puntos S(xi, y i) y T(x 2 , 72 ) distintos 
en piano 


x y 1 

*1 Ji 1=0 (4) 

*2 .y2 l 

es una ecuacion de la recta que pasa por ambos. 

Si se sustituye a x por xj y a y por y x en la Ecuacion (4) se 
obtiene 


*1 y 1 
*1 y 1 

a* 2 jr 2 


1 

1 

1 


- 0 , 


igualdad que es valida puesto que los dos primeros renglones 
tienen elenientos correspondientes iguales. Por lo tanto S esta 
sobre la grafica de la ecuacion. Analogamente sustituyendo a x 
por X 2 y a y por y 2f se ve que T esta sobre la grdfica de la 
ecuacion. Un desarrollo del determinante que aparece en la 
Ecuacion (4) esta dado por 


x(yi ~ y 2 ) - y(xi - x 2 ) + (x iy 2 - x 2 yi). 


puesto que S ^ T, los coeficientes de x y y no son ambos 0. 
Por lo tanto la Ecuacion (4) es una ecuacion lineal en x y y y 
como su grafica contiene a S y a T, su grdfica es la recta que 
pasa por S y T. 


Ejercicios 3 — 3 


En los Ejercicios 1 —16, si M es la matriz dada, calcule "det M " 


1 . 

"4 1 


5 . 

( 

O 

O 


9. 


a 

r 


.2 -3. 



1- 

-J 

1 

L 



- 

-b 

1 

2. 

"5 -\ 


6. 

2 

0“ 

10. 

a 

b 



6 



_~5 



b 

a_ 


3. 

"6 3" 


7. 

5 

4” 

5 

11. 


a 

b 


_4 2. 



4 

L 5 

3 

5- 



-b 

a 

4. 

'2 6 


8. 

rs 31 

4 4 


12. 

a 

b 



1 3. 



3 5 

L4 4 J 



a 

b 


13. 

a b 

c 




15. 

4 5 6 





a b 

c 




2 4 3 





J P 





O 

O 

1_ 




14. 

5 7 

2\ 



16. 

LO 

! 

\ 




1 0 

0 




-4 3 

1 




6 9 

2_ 




2 1 

0_ 
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En los Ejercicios 17 y 18, calcule el valor del determinante desarrollandolo por 
menores respecto a la segunda columna, 


17. 

1 

3 

2! 

18. 

4 

-i 

2 


4 

-2 

3 


3 

0 

1 


5 

0 

6 


4 

2 

6 


19-20. Repita los Ejercicios 17 y 18 desarrollando los determinantes por 
menores respecto al tercer renglon. 


En los Ejercicios 21— 24, diga cual es la solucidn de los sistemas de 
ecuaciones dados, obtengala empleando la Regia de Cramer. 


21. 4a - 3 y = 5 

2* + y = 5 

23. x + 2y = 0 

x + z = 1 

3y — 2z = —3 


22. 3a + = 1 

x + y = -1 
24. 2x — 3y z = 1 
6a — 6 y ~ z — 0 
4a + 6y — 2z = 2 


En los Ejercicios 25 y 26, emplee un determinante de tercer orden para escribir 
la ecuacion de la recta que contiene a los puntos S y T dados. 


25. S(2, - 1), T(3, 0) ^ 26. S(-3, 4), T(5, 2) 

* 27. Demuestre que los puntos R(x x9 y t ) 9 S(x 2 ,^ 2 ), y T(a 3 , yz) (que no son 
necesariamente distintos) son colineales si y solo si 


*1 

y i 

A 2 

y 2 

*3 

y 3 


* 28. Obtenga una ecuacion en forma de determinante de la recta que pasa por 
el punto S(ai, y{) dado y cuya ordenada al origen es b. 


* 29. Obtenga una ecuacion en forma de determinante de la recta con abscisa al 
origen a y ordenada al origen b. 


* 30. Demuestre que 


A 

y 

*i 

y i 

l 

m 


1 

1 

0 


= 0 


es una ecuacion de la recta que pasa por el punto S(Ai,j>i)y cuya 
pendiente es w. 

* 31 . Demuestre que la forma de pendiente y ordenada al origen de la ecuacion 
de una recta se puede escribir en forma determinante como 


A 

0 

1 


y 

b 

m 


1 

1 

0 


= 0 . 


* 32. Demuestre que la recta que pasa por el origen y que contiene al punto 
S(ai, tiene una ecuacion de la forma 


A y 

*i y i 


= 0 . 
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*33. Demuestre que los puntos S(xi,j>i) y T(x 2 ,.y 2 ) son colineales con el 
origen si y solo si. 

y ' = 0. 

*2 y2 

* 34. Demuestre que el area del triangulocuyos vertices son R(xi, 7 i), S(x 2 , J> 2 )» 

y T(x 3 , y 3 ) es 

x x yy 1 

±i X-2 y 2 1 • 

*3 y-i i 

[Sugerencia: Vease el Ejercicio 43, pagina 97.] 

* 35. Demuestre que los vectores s = (xy, yy) y t = (x 2 , y 2 ) son paralelos si y 

s61o si 

Xl * = 0. 

*2 y 2 

*36. Demuestre que si los vectores s = (xi, i) y t = (x 2i y 2 ) no son 
paralelos entonces cualquier vector v = (x, y) se puede expresar como 
una combinacion lineal de s y t. 

v = as + bt , 


donde a y b estan dados por 


x x 2 


Xi X 

y y 2 


y 1 y 


*1 

*2 

y 

u — 

Xi 

x 2 

y 1 

y 2 



y 1 

y 2 


[Sugerencia : La ecuacion vectorial (x, y) = a(x u y 1) + 6(x 2 ,^2)es equi- 
valente a un sistema de ecuaciones cartesianas con incognitas a y b]. 


3—4 Demostraciones analfticas 

Los metodos analiticos se pueden emplear en forma muy efectiva para 
demostrar teoremas de geometria euclidiana plana. Las demostraciones se 
pueden llevar a cabo empleando las coordenadas cartesianas de algunos 
puntos o bien mediante vectores. 

Cuando se emplean coordenadas para demostrar un teorema, puede 
facilitarse a veces la demostracion si los ejes coordenados se orientan de 
alguna manera particular con respecto a la figura de que se trate; no se pierde 
generalidad haciendo esto, puesto que la orientacion y colocacion de los ejes en 
el piano es arbitraria. Sin embargo, cuando se emplean metodos vectoriales, en 
general, la colocacion de la figura respecto a los ejes de coordenadas no tiene 
importancia alguna; de hecho normalmente no se menciona la colocacion de la 
figura. 
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Teorema. Las longitudes de los lados opuestos de un paralelogramo son 
iguales. 

Demostracion empleando coordenadas: 

Para un paralelogramo ABCD (vease el siguiente diagrama) los ejes 
coordenados se pueden elegir con el origen sobre A y tomando la 



parte positiva del eje x a lo largo de AD. Entonces las coordena¬ 
das de A son (0, 0) y las coordenadas de D son de la forma (a, 0), 
con a > 0. Sean B de coordenadas ( b , c), con c ^ 0, como se 
muestra. Se pueden calcular las coordenadas (x, y) 9 de C como 
sigue: 

Puesto que BC || AD, y la pendiente de AD es 0 se sigue que 


la pendiente de BC es 0. Porlotantose tiene 


y ~ c 

x — b 


— 0,de modo que 


__ y = c. 

Puesto que CD || AB, pendiente CD = pendiente AB. 
si x a, 

y — 0 _ c —■ 0 
x — a b — 0 


Entonces 


Sin embargo ya que y — c, tal como se habia demostrado, se tiene 

c — 0 _ c — 0 
x — a b — 0 


si x = a, de modo que CD sea vertical, entonces AB debe ser 
tambien vertical y por lo tanto b — 0; en este caso tambien se 
tiene que x = a + b. 

Ahora que ya se conocen las coordenadas (a + b,c) de C se puede 
emplear la formula de distancia para calcular las longitudes de los 
lados: 

e?(AB) = V(b - 0)2 + (c - W = V& + c 2 
rf(CD) = x'TaT b - a) 2 + (c - 0) 2 = 
d(. BC) = V(a + b - bf 1 + (c zr c ) 1 = Vo 1 = a 
(/(AD) = V (a - 0)2"+ (0 - 0)2 = Vefi = a 
Por consiguiente las longitudes de los lados opuestos son iguales. 
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Demostracion vectorial: 


Sea ABCD un paralelogramo y considerese que las minusculas en 
negrita se refieren a los vectores que van del origen a los puntos 
respectivos. 


B c —b 



b a, 


c-d 


d -a D 


Puesto que CD || AB y BC jj AD, se tiene 
c — d = k Y (b — a) y c — b = k 2 (d — a), k u k 2 £ (R. (1) 
co mo 


c — a = (c — b) + (b — a) 


y 


c — a = (c — d) + (d — a), 


se tiene 

(c - b) + (b - a) = (c - d) + (d - a). 


Por lo tanto de la Ecuacidn (1) 

k 2 (& — a) + (b — a) = fc^b — a) + (d — a), 

o bien 

(k 2 - l)(d - a) = (k x - l)(b - a). (2) 

Por hipotesis ni d — a o b — a son el vector cero. Entonces si 
k 2 — 1 5^0 y k\ — 1 0, entonces la Ecuacion (2) implica que 

d — a y b — a son multiplos escalares no nulos el uno del otro, y 
por lo tanto que son paralelos (vease pagina 21.). Pero esto es 
imposible puesto que lados adyacentes de un paralelogramo no son 
paralelos. Se puede pues concluir que k 2 — 1 = 0 y ki — 1 = 0, 
esto es que k 2 = 1 y k x — 1. Entonces de la Ecuacion (1) se tiene 

c d = b a y c — b = d ~ a. (3) 

Entonces 

|| c — d|[ = ||b — a|| 

y 

- lie - b|| = ||d - a||, 


completandose asi la demostracion. 
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Para ilustrar nuevamente los dos metodos considerese otro ejemplo: 

Teoremas Las diagonales de un paralelogramo se bisectan mutuamente. 

Demostracion empleando coordenadas: 

En la demostracion que aparece en la pagina 110 se vio que los 
vertices del paralelogramo ABCD tienen las coordenadas que se 
muestran en la figura, si se eligen los ejes coordenados apropia- 
damente. Del Ejercicio 23, pagina 
52 se sabe que las coordenadas del 
punto medio del segmento que une 
los puntos cuyas coordenadas son 
(xi,yi) y (* 2 , ^ 2 ) estan dadas por 


C (a+b, c) 


± X J ., 9 Segun es- 

to el punto medio M de AC tiene 
como coordenadas a / a ^ 





el punto medio N de BD 
tambien las coordenadas 



D (a, 0) 


Por lo tanto M = N. 


Puesto que el punto medio de cada diagonal esta sobre la otra dia¬ 
gonal, las diagonales se bisecan mutuamente. 


Demostracion vectorial: 

Sea ABCD un paralelogramo y con M y N los puntos medios de 
las diagonales AC y BD, respectivamente, como se muestra 
en la figura. Entonces 

m — a = |(c “ a ) 
de modo que 

m = K c + a)- 

Analogamente se tiene 

n = |(b + d). 

De la Ecuacion (3) de la pagina 
111 se tiene 

c — d = b — a. 

Entonces 

c - d + (d + a) = b - a + (d + a), 

c + a = b + d, 

Kc + a) = Kb + d). 

Asi que m = n, es decir M = N, y se ha demostrado el Teorema. 


B C 
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Ejercicios 3—4 

En los Ejercicios 1-10, demuestre e! teorema que se menciona empleando 
coordenadas cartesianas. 

1. Las diagonales de un rectangulo son de la misma longitud. 

2. Las diagonales de un cuadrado son perpendiculares. 

3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares. 

4. El punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es equidistan- 
te de los tres vertices del tridngulo. 

5. Las bisectrices de los dngulos de un tridngulo se cortan en un mismo 
punto. 

6. La suma de los cuadrados de las longitudes de los cuatro lados de un 
paralelogramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de las 
diagonales. 

7. Las diagonales de un trapezoide isosceles son de la misma longitud. 

8 . Las diagonales de un trapezoide y la recta que une los puntos medios de 
lados paralelos, se cortan en un mismo punto. 

9. El segmento de recta que une los puntos medios de los lados no paralelos 
de un trapezoide es paralelo a las bases, y su longitud es igual a la mitad 
de la suma de las longitudes de las bases. 

10. El segmento de recta que une los puntos medios de dos lados de un 
tridngulo es paralelo al tercer lado, y su longitud es la mitad de la longitud 
del tercer lado. 

En los Ejercicios 11 —16, demuestre los teoremas que se mencionan por 
metodos vectoriales. 

* 11 . Las medianas de los lados iguales de un triangulo isosceles son de la 
misma longitud. 

* 12. La mediatriz de la base de un triangulo isosceles pasa por el vertice del 

triangulo. 

* 13. Los puntos medios de los lados de un cuadrilatero son los vertices de un 

paralelogramo. 

* 14. En un triangulo equilatero cada mediana es tambien una altura. 

* 15. Las medianas de un tridngulo se cortan en un punto cuya distancia a cada 

vertice es dos tercios de la distancia que separa a la mediana de dicho 
vertice. 

* 16. Las mediatrices de los lados de un tridngulo se cortan en un mismo punto. 

* 17-21. Demuestre por metodos vectoriales los teoremas que se mencionan en 

los Ejercicios 2, 3, 6, 9 y 10. 

* 22-25. Demuestre, empleando coordenadas cartesianas, los teoremas que se 

mencionan en los Ejercicios 12, 13 15, y 16. 

**26. Demuestre que si las rectas que contienen a dos lados opuestos de un 
cuadrilatero se intersectan en un punto S, y las rectas que contienen a los 
otros dos lados del cuadrilatero se intersectan en un punto T, entonces el 
punto medio del segmento ST es colineal con los puntos medios de las 
diagonales del cuadrilatero. [ Sugerencia : Coloque el origen en uno de los 
vertices del cuadrilatero.] 


114 Cap/tufo 3 


Resumen del capltulo 


1. La distancia de un punto S(xi,>’i) a una recta dada £ cuyo vector de 
direccion es v y que pasa por el punto T esta dada por 


d(S, £) 


I (s - t) • Vg J 

' " INI ~~ ' 


Si la ecuacion de£es Ax + By + C — 0, entonces 


d( S, £) = 


\Axj + Byi + C\ * 


2. La interseccion de las rectas y £ 2 es o bien un solo punto, si las rectas 
no son paralelas, o bien una recta si las rectas coinciden, o bien 
tlnalmente el conjunto vacio si £i y £ 2 son paralelas y distintas. 


3. 


det [a x ] — a Y \ det 


a i 

b{ 


d\ 

bi 

a 2 

b 2 _ 



b‘i 


a x b 2 


a 2 b x . Los determi- 


nantes de orden superior se pueden desarrollar por menores. Por ejemplo: 


d\ 

b i 

Cl 

a 2 

b 2 

C 2 

as 

bz 

<?3 


a\A\ — b\B\ + C\C i, 


donde A x 


b 2 

C2 


a 2 c 2 


a 2 b 2 

bz 

cs 

, B x — 

®s c s 

, y Cj = 

a s b 3 


4. Se pueden resolver sistemas lineales de ecuaciones por sustitucion o por 
eliminacion. Tambien se pueden resolver por el metodo vectorial o 
empleando la Regia de Cramer. 

5. Para un sistema de dos ecuaciones lineales en dos incognitas 

d\X + b x y = ci 
a 2 x + b 2 y = c 2 


en el cual a x b 2 ~ a 2 b x 0, la Regia de Cramer indica que la unica 
solucion esta dada por 


x = 


D x 

D 


y = 


Dy 

D 


donde 



b i 
b 2 


D x 


c i b i 

c 2 b 2 9 


Dy 


a i c i 
a 2 c 2 


6 . Se puede escribir la ecuacion de una recta en forma determinante. La 
forma de dos puntos es 


x y 1 
y i l 
*2 yi 1 


= 0 . 
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7. Se puede demostrar teoremas geometricos por metodos analiticos, ya sea 
en terminos de coordenadas cartesianas de puntos o bien por metodos 
vectoriales. 


Ejercicios de repaso del capltulo 

1. Calcule la distancia que separa al punto S(4, —1) de la recta <£ cuya 
ecuacion es 


5* + \2y - 2 = 0 . 

2. Calcule la distancia que separa a las rectas paralelas cuyas ecuaciones son 

3x — 4y — 15 = 0 y 3x — 4y + 10 = 0. 

3. Diga cual es la interseccion de las rectas y £2 cuyas ecuaciones 
parametricas son 

£i‘ ( x,y ) = (-2, -2) + r i(2, 3), £ 2 : ( x,y ) = (4,2) + r 2 (l, -1). 

4. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales por eliminacidn. 

x- 3y = 4 
2x + 5>> = —3 

5. Resuelva el siguiente sistema de ecuacion lineal usando vectores. 

4x - 2y = 3 
3x + 5y = 6 

6. Resuelva el sistema dado de ecuacion lineal por la Regia de Cramer. 

2x + 3y = 7 
3x — 2z = 1 
y + 3z = 2 

7. Encuentre el valor del determinante 

2 13 

0 4 2 
-3 1 5 

desarrollando por menores con respecto al segundo renglon. 

8. Usando un determinante de orden tres escriba una ecuacibn para la recta 
que interseca los ejes en x —1 y y —3. 

9. Encontrar el drea del triangulo cuyos vertices son 0(0, 0), S(3, 5), y 
T(6,4). 

10 . Demuestre que los angulos opuestos a los lados de longitud igual, en un 
triangulo isosceles son iguales. 




Construccion de dngulos 


Existen muchos Angulos que pueden ser trisecados por medio de regia y 
compels. Por ejemplo un bngulo recto puede ser trisecado por bste mbtodo, 
como se vio en la pbgina 84, un tribngulo equilbtero puede ser construido 
empezando con una configuracion de dos puntos, y de la biseccion de 
cualquier Angulo de 60°. 

Sin embargo, no es posible trisecar un Angulo de 60° con regia y compos, 
es decir, no se puede construir un Angulo de 20° de esa manera. Para 
comprender el porque de esto, partamos de observar que si se pudiera cons¬ 
truir un bngulo de 20°, entonces tambibn podrfa construirse cos 20°. 
Recuerdese ahora la identidad trigonometrica 

cos 30 = 4 cos 3 9 — 3 cos 9. 

cos 20° 



Puesto que cos 60° 
o bien 


se sigue que cos 20° satisface la ecuacibn 

£ = 4x 3 - 3x, 

8x 3 — 6x — 1 = 0. 


(D 


Por tanto, cos 20° es un numero algebraico de grado mbximo 3. Se puede 
demostrar que ninguna solution de la Ecuacibn (1) es tambibn solucion de 
una ecuacion de primer o segundo grado con coeficientes enteros. Por 
consiguiente cos 20° es un numero algebraico de grado 3; por tanto, no se 
puede construir. Esto indica que no se puede intersectar con regia y compbs 
un bngulo de 60°. 

Se ban propuesto muchas eonstrucciones para trisecar un bngulo 
arbitrario, pero claro estb que, por la discusibn anterior, vemos que tales 
eonstrucciones, o bien no satisfacen las condiciones que define una 
construccion con regia y compbs, o bien no son eonstrucciones exactas para 
todos los bngulos. 

Una construccibn bien conocida para trisecar aproximadamente un bngulo 
es la siguiente: Puesto que se puede bisecar a cualquier bngulo y se puede 
nuevamente bisecar a uno de los bngulos asf obtenidos, para cualquier 
bngulo 9 se pueden construir bngulos de medidas 


\m°(9)' (1 + i§)m°(9), (4 + 16 -f- ii)m°(9). 


y asf sucesivamente. Puesto que la serie geometrica 


4 + 16 + 64^ + 4 n + ''' 

converge a 5, continuando este proceso se puede, en un numero finito de 
pasos, construir un Sngulo cuya medida sea arbitrariamente parecida a 
\m°{d). Al terminar el enesimo paso el error que se comete es precisamente 

5^ 


Otras "trisecciones" usualmente ocultan sagazmente algun pequeno error 
de la construccibn ofrecida. Hay que recordar dos cosas: (a) en cualquier 
triseccion la persona que pretende haber encontrado la . solucibn estb 
obligada a demostrar que es vblida y ( b) no es posible que exista una 
construccibn vblida hecha con regia y compbs. 
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Arqufmides propuso una construccibn, aunque no se hace s6lo con regia 
y compos, que efectivamente es la trisecci6n de un Angulo AOB. La 
configuracion es la siguente: 



Dado el Angulo AOB, trbcese el cfrculo con centro en 0 y radio unitario, y 
considerese que este cfrculo intersecta al segmento OB en el punto C. 
Extiendase ahora el segmento OA en direccion contraria. Colocando firme- 
mente un extremo del compos sobre el borde de la regia en el punto D, 
coloque este punto sobre la extension de £y colbquese la regia de modo que 
toque el punto C. Pongase ahora el otro extremo del compbs sobre el punto 
E, que estb sobre la regia a una unidad de distancia de D en la direccibn hacia 
C, ajustando la regia en forma tal que E este sobre el cfrculo, como se 
muestra en la figura. (En forma alternativa se podrfa mantener al punto E 
sobre el cfrculo, permitir que la regia pase tambibn por el punto C y ajustar la 
regia en forma tal que el punto D estb sobre la extensibn de OA.) Puesto que 
los triangulos OCE y ODE son isbsceles se tiene 


y 


m°(AEDO) = m°(Z.EOD), 

m°(Z.CEO) = m°(Z.OCE). (2) 


Ahora como la medida de un bngulo exterior de un tribngulo es igual a la 
suma de las medidas de los bngulos interiores opuestos 


y 


m°(£CEO) = 2m°(Z.EDO), (3) 

m°{AAOB) - m°{Z.EDO) + m°(Z.OCE). (4) 


Por lo tanto de las Ecuaciones (2) y (3) se infiere que 


2m°{AEDO) = m°{/LOCE). 

Sustituyendo este resultado en la Ecuacion (4) se tiene 

m°(/LAOB) = 3m°{AEDO). (5) 

Del diagrama anterior se ve que los puntos A, O y D, asf como los puntos C, 
E, y D son colineales, de modo que 

m°(Z.EDO) - m°(/LADC), 

y por lo tanto la Ecuacion (5) es equivalente a 

m°{Z-ADC) = \m°{Z.AOB). 
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Debe notarse que aunque visualmente parezca que la consfiguracibn de 
Arqufmides se ha trazado con precisibn, el ajuste exacto de la regia no puede 
hacerse de acuerdo con las normas que definen una construccibn con regia y 
compels. 

Puesto que ya se ha visto que no se puede construir un Angulo de medida 
20 °, tampoco se puede construir un non£gono regular, o sea un poligono de 
nueve lados, como el que se muestra en la siguiente figura. Por el mismo 
motivo no se puede construir un 



heptbgono regular (7 lados) ni, por consiguiente, polfgonos regulares de 14, 
28, 56 lados y asf sucesivamente. 

Por otra parte se pueden construir tribngulos equilbteros, y cuadrados, y 
por lo tanto se pueden construir exbgonos regulares, y asf sucesivamente. 

En 1796 cuando tenia s6lo diez y ocho ahos, el gran matembtico alembn Carl 
Friedrich Gauss (1777—1865) demostrb sorpresivamente que se puede 
construir un poligono regular de 17 lados. 

De la teorfa de numeros algebraicos sabemos hoy en dfa que se puede 
construir un poligono regular de k lados si y s6lo si k es un numero primo de 
Fermat (es decir un numero primo de la forma 2 2 " + 1) o bien si k es una 
potencia de 2, o bien finalmente si k es un producto de dos numeros de este 
tipo. S6lo se conocen algunos numeros primos de Fermat. Los primeros son 
3, 5, 17 y 257. Entre los polfgonos regulares que se pueden construir estbn el 
pentSgono y el deebgono, como mostraremos en seguida. 



(Despues de haberse construido un deebgono regular se pueden unir vertices 
alternos como segmentos para obtener un pentbgono regular) 
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Empezando con un cfrculo unidad se puede construir un deccigono 
regular inscrito si se logra construir un segmento de recta cuya longitud sea 
igual a la longitud x del lado del dec£gono. 

En la figura que aparece en la p£gina 118 los trtengulos OAB y BAC son 
semejantes. Por lo tanto se tiene 


x 2 + x - 1 =0, 

X = }(V5 - 1). 

Como x es un numero algebraico de grado 2, se puede construir a x, que era 
lo deseado. 

Por la Ecuacion (6) f el punto que estS sobre un segmento unitario que 
dista x, o s(\/5 — 1), unidades de longitud de un extremo del segmento, 

divide al segmento en una proporcion “media y extrema". El cociente 1 

x 

recibe e! nombre de cociente de oro* 1. Un rect£ngulo cuyos lados formen este 
cociente recibia el nombre, en la Grecia antigua, de reetcingu/o de oro* 2, 
debido a su agradable forma. Si quitamos un cuadro de un extremo de un 


l 



rectSngulo de oro*2, entonces el rect£ngulo que queda es tambien un 
rect£ngulo de oro*2. Es interesante y divertido notar que este proceso de 
quitar cuadros y obtener rect£ngulos de oro se puede continua indefini- 
damente. 


Nota dc T: 

*1 Tambien se le llama “razon aurea” y a la seccion, “seccion aurea”. 
*2 “Reclangulo dorado” o ‘‘rectangulo aureo” 






Capftulo 




En este capftulo se definen fas secciones cdnicas, se 
obtienen sus ecuaciones, asI como se anafizan sus 
propiedades. El capftulo concluye con una discusidn de 
la propiedad del foco y la directriz que se ilustra en el 

siguiente diagrama 



Secciones Conicas 


Los conjuntos como lugares geom6tricos 


4—1 La ecuacidn de un lugar geombtrico 

Se puede decir que cualquier conjunto de puntos, tal como una recta, es un 
lugar geometrico. El termino lugar geometrico se aplica normalmente al 
conjunto de todos los puntos que tienen alguna caracteristica geometrica 
comun. Por ejemplo (vease los Ejercicios 35 y 36, pdgina 68) el lugar 
geometrico de todos los puntos U del piano que son equidistantes a dos puntos 
fijo s S y T es una recta, a saber la recta £ que es perpendicular al segmento 
ST en su punto medio. (Figura 4-1). 


Figura 4 — 1 



En el Capitulo 2 se estudio la solucion del problema de obtener la ecuacibn 
cartesiana o vectorial de una recta dada. Este problema es un caso particular 
de un problema matemdtico mas amplio: el obtener la ecuacibn del lugar 
geometrico S cuando se dan un conjunto de condiciones que definen a S. Se 
dice que una ecuacion es ecuacion de S y que S es la grafica de la ecuacion si y 
solo si la ecuacion queda satisfecha por las coordenadas de cada punto en S, y 
cada punto cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion estd en S. Normalmente 
al determinar la ecuacion de un lugar geometrico se intenta encontrar una 
ecuacion que sea sencilla o que este en alguna forma ordinaria. 
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Ejemplo 1 . Obtenga una ecuacibn cartesiana del lugar geometrico <2 de 
todos los puntos tales que el segmento que va de cualquier 
punto de e a S(—2, 0) es perpendicular al segmento que va 
del punto a T(2, 0 ). 


So/ucidn 1 (vectorial)’. 

Sea U(x, y) cualquier punto del lugar geometrico indicado. 
Puesto que US _L UT. 


(u - s) • (u - t) = 0 , 

(x + 2 , y) • (x - 2,y) = 0 , 
x 2 — 4 + y 2 = 0, 

x 2 +y 2 = 4. (1) 



Por consiguiente las coorde- 
nadas de cualquier punto 
del lugar geometrico satis- 
facen la Ecuacion (1). 

Reciprocamente puesto que los pasos algebraicos expuestos 
son reversibles, y puesto que dos vectores son perpendiculares 
si su producto escalar es 0 , cualquier punto cuyas coordenadas 
satisfagan la Ecuacibn (1) estd sobre el lugar geometrico 
indicado. Por lo tanto la Ecuacibn (1) es la ecuacibn de ese 
lugar geometrico. 


So/ucidn 2(metoc/o no vectorial ): 

Si US _L UT, entonces el triangulo STU es rect&ngulo. Emple- 
ando el Teorema de Pitdgoras se tiene pues para todos los 
puntos del lugar geometrico 

[d(S, U )] 2 + [g?(T, U )] 2 = [d( S,T)] 2 . 


Empleando la formula de distancia se tiene 

[(x + 2) 2 + y 2 ] + [(x - 2) 2 + y 2 ] = 16, 
x 2 + 4x + 4 + y 2 + x 2 — 4x + 4 + y 2 = 16, 

2 x 2 + 2^ 2 + 8 = 16, 
es decir x 2 + y 2 = 4. 

Nuevamente los pasos algebraicos son reversibles; y STU es 
un triangulo rectdngulo por el reciproco del Teorema de 
Pitagoras, Es decir la Ecuacibn (1) es la ecuacibn del lugar 
geometrico indicado. 

Los pasos que hay que seguir para obtener una ecuacibn simple, u 
ordinaria, de un lugar geometrico se pueden resumir de la siguiente manera: 
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1. Sea U(x, y) cualquier punto del lugar geometrico, y escribase una ecuacion 
que quede satisfecha por u o por x y y. 

2. Efectuense las transformaciones necesarias para simplificar esta ecuacidn. 

3. Verifiquese que cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuacidn 
final este en el lugar geometrico. (Es a veces conveniente hacer esto dltimo 
observando que las transformaciones efectuadas en el paso 2 son reversi- 
bles). 

A1 obtener la ecuacion de un lugar geometrico es a veces mas sencillo 
emplear metodos vectoriales, pero otras veces es m£s sencillo emplear metodos 
cartesianos. 

Ejemplo 2. Obtenga una ecuacion cartesiana del lugar geometrico X de 
todos los puntos tales que la pendiente del segmento que 
conecta a cada punto de X con S(l, 2) es la mitad de la 
pendiente del segmento que los conecta con T(2, 5). 

Solucion: Sea U(x, y) cualquier punto del lugar geometrico en cuestidn. 

Entonces por la formula que permite calcular la pendiente 


m = 


y 2 - y i 


de UT es 
tiene 


*2 ~ *1 

y 


la pendiente de US es 


y- 2 


y la pendiente 


™ y - 5 


x - 1 

Por lo tanto de las condiciones dadas se 


y- 

X 


-2 = l(y^J) 

- 1 2\x-2) 


( 2 ) 


donde, para x ^ 1 y x ^ 2 , se obtiene 

2(y - 2)(x - 2) = (x - 1 )(y - 5), 

2 xy — 4x — 4y + 8 = xy — y — 5x + 5, 
xy + x - 3y + 3 = 0. 

El primer miembro de la Ecuacion (2) no estd definido para 
x = l,y el segundo miembro no estd definido para x = 2 ; por 
lo tanto el lugar geometrico no incluye puntos que tengan estos 
valores de sus coordenadas x. 

Puesto que los pasos algebraicos son reversibles se concluye 
que 

xy + x — 3y + 3 = 0 , x ^ l,x ^ 2, 
es una ecuacion de X. 


Ejercicios 4 — 1 

En los Ejercicios 1 — 18,obtenga una ecuacion del lugar geomdtrico e de los 
puntos del piano que satisfacen las condiciones dadas. 

1. Cada punto de 6 es equidistante de los puntos S(l, 4) y T(3, 7). 

2. Cada punto de <3 es equidistante de los puntos S(—3, 2) y T(2, —5). 
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3. Cada punto de 6 esta a 6 unidades del punto S(2, 4). 

4. Cada punto de 6 esta a V7 unidades del punto S(—1, —3). 

5. El segmento de recta que conecta a cada punto de 6 con S( —3, 0) es 
perpendicular al segmento que conecta al punto conT( 3 , 0 ). 

6 . Repita el Ejercicio 5 para S(l, 2) y T(5, —2). 

7. La pendiente del segmento que conecta a cada punto de e con S(l, 6) es 
el doble de la pendiente del segmento que lo conecta con T(3, 2). 

8 . La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de (3 con 
S(2, —3) es dos tercios de la pendiente del segmento de recta que conecta 
al punto con T(— 1 , 4 ). 

9. La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de <3 con 
S( 2 , 5) es dos unidades mayor que la pendiente del segmento de recta que 
conecta al punto con T(—1, — 2 ). 

10. La pendiente del segmento de recta que conecta a cada punto de (3 con 
S(l, — 2 ) es 3 unidades menor que la pendiente del segmento de recta que 
conecta al punto con T(— 1, 2). 

11 . Cada punto de C es equidistante de S( 6 , 0) y del eje y. 

12. Cada punto de <3 es equidistante de S(0, 2) y de la recta cuya ecuacion es 
^ + 2 = 0 . 

13. Cada punto de (3 es equidistante de S(l, 2) y de la recta cuya ecuacion es 
* — y — 5 = 0. 

14. Cada punto de e es equidistante de S(3, — 2)y de la recta cuya ecuacidn 
es x — y — 0 . 

15. La distancia que separa a cada punto de C de S(4, 0) es la mitad de la 
distancia que separa al punto de la recta cuya ecuacion es x + 8 = 0 . 

16. La distancia que separa a cada punto de e de S(4, 0) es el doble de la 
distancia que lo separa de la recta cuya ecuacion es x + 8 — 0 . 

*17. La suma de las distancias que separan a cada punto de (3 a S(—3, 0) y 
T(3, 0) es 10. 

*18. El valor absoluto de la diferencia de las distancias que separan a cada 
punto de C, a S(—5, 0) y T(5, 0 ) es 8 . 

*19. Sea U cualquier punto de la grafica de y — x 2 , y sea S la proyeccion 
(perpendicular) de U sobre el eje x. Obtenga una ecuacion del lugar 
geometrico formado por los puntos medios M de US. 




* 20. Sea U cualquier punto de la grafica de y = x 2 , y sean S y T las 
proyecciones (perpendiculares) de U sobre los ejes x y y respectivamente. 
Encuentre una ecuacion del lugar geometrico formado por los puntos 
medios M de ST. 
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* 21. Sea U cualquier punto sobre la grafica de y — 3x 2 , y sean S y T las 
proyecciones (perpendiculares) de U sobre los ejes x y y respectivamente. 
Obtenga una ecuacion del lugar geometrico formado por los puntos Q 
sobre ST tales que estan a la tercera parte de la distancia de S y T. 
( Sugerencia : trace un diagrama similar al que se empleo para resolver el 
Ejercicio 20). 

Propiedades de las secciones cdnicas 

4_2 Circunferencia 

En lo que resta de este Capitulo, asi como en el Capitulo 5, se estudiaran las 
propiedades de una clase importante de lugares geometricos llamados 
secciones conicas. Las circunferencias, parabolas, elipses e hiperbolas son 
ejemplos de secciones conicas y se discutiran en el Capitulo 5. 

Al estudiar geometria plana se ve que una circunferencia es el lugar 
geometrico (conjunto) de todos los puntos del piano que estan a una distancia 
dada (radio) de un punto dado (centro). Al segmento cuyos extremos son el 
centro del circulo y a un punto de la circunferencia se llama segmento radial 
de la circunferencia. Por lo tanto, el radio de una circunferencia es la longitud 
de un segmento radial de la misma. 

Como se muestra en la Figura 4-2, un 
punto U(jc, y ) del piano esta sobre la cir¬ 
cunferencia C de radio 4 con centro en 
S(2, — 1) si y solo si 

11“ - s|| = 4. (1) 

Observese que, sin embargo, 

||u - s|| = ||(x,j>) - (2, -1)|| 

= \\(x- 2,y+ 1)|| 

= \/(x - 2)2 + (j + I) 2 - 
Por lo tanto de la Ecuacion (1) se tiene 
\/(* - 2)2 + (y + 1 )2 = 4. 

Puesto que ambos miembros de esta ecuacion son numeros positivos al tomar 
el cuadrado de ambos se obtiene una ecuacion equivalente: 

(x - 2) 2 + (y + l) 2 = 16. (2) 

Puesto que los pasos algebraicos son reversibles la Ecuacion (2) es una 
ecuacion de (3, y G es la grafica, o lugar geometrico de la Ecuacion (2). 

Empleando el mismo procedimiento se puede demostrar que,en general, si 
una circunferencia 0 tiene radio/* y centro en S (h,k) entonces una ecuacion 
cartesiana de C es 



Figura 4—2 


(x — h ) 2 + (y — k ) 2 = r 2 . 


( 3 ) 
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Ejempio 1. Obtenga una ecuacion cartesiana de la circunferencia de radio 
6 con centro en S(4, — 7). 

Solution: Haciendo h — 4, k = — 7 y r = 6, de la Ecuacion (3) se 

obtiene (x - 4) 2 +' [y — (-7)] 2 = 6 2 , o sea 

(x - 4) 2 + (y + 7) 2 = 36. 

Si se desarrolla el primer miembro de la Ecuacion (3), pagina 125 se 
obtiene 

x 2 - 2hx + h 2 + y 2 - 2ky + k 2 = r 2 , 
o bien x 2 y. _ 2 hx — 2&y + /* 2 + k 2 — r 2 = 0. 

Esta ecuacion es a su vez de la forma general 

■ x 2 + J> 2 + Dx + Ey + F = 0, (4) 

donde D, E y F son constantes. 

Se puede escribir a una ecuacidn que estc en la forma (4) en forma 
equivalente escribiendo 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = c (5) 

simplemente completando cuadrados de x y y. 

Ejempio 2. Determine el lugar geometrico en (R 2 de la ecuacion 

x 2 + y 2 — 6x + 4y + 4 = 0. 

Solution: Se puede reescribir esta ecuacion y completar los cuadradosdex 

y v como sigue: 

x 2 - 6x + (—3) 2 + y 2 + 4y + (2) 2 = -4 + (-3) 2 + (2) 2 , 
(x - 3) 2 + (y + 2) 2 = 9, 

(x- 3) 2 + 0- (—2)] 2 = 3 2 . 

Por lo tanto el lugar geometrico es una circunferencia de radio 
3 con centro en el punto S(3, —2). 

Puesto que cl cuadrado del radio de una circunferencia debe ser un numero 
positivo, una ecuacion de la forma (4) no representa necesariamente un lugar 
geometrico que sea una circunferencia. Si, despues de haber completado a 
cuadrados en x y v, y despues de haberse escrito la ecuacion en la forma (5), el 
segundo miembro, c, es cero, entonces el lugar geometrico consta de un solo 
punto. Si c es negativo el lugar geometrico es el conjunto vacio 0. 

Se puede emplear la Ecuacion (4) anterior para determinar la ecuacion de 
una circunferencia 6 cuando se conocen tres puntos que esten sobre <3. 

Ejempio 3. Obtenga una ecuacion cartesiana de la circunferencia que pasa 
por los puntos Q(3, —2), S(—1 ? —4) y T(2, —5). 

Solution: Las constantes D, E y Fdeben ser tales que las coordenadas de 

cad a punto satisfagan 
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x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 0. 

Por lo tanto 

3 2 + (—2) 2 + 3Z) - 2£ + F = 0 
(-1) 2 + (—4) 2 — £> — 4£ , + / r =0 
(2) 2 + (—5) 2 + 2D - 5E + F = 0, o bien 
3Z> - 2E + F = -13 
-D - 4E+ F = -17 
2D — 5E + F = -29 

Resolviendo este sistema, es decir, despejando a D, E y F se ve 
que 

/) = -2, E = 6, y F = 5. 

Por lo tanto, una ecuacion cartesiana de la circunferencia es 

* 2 + J> 2 — 2x + 6y + 5 = 0. 

Dad a una recta £ tangente a una circunferencia 
es perpendicular al segmento radial que contiene al 
punto de contacto T (figura 4—3) se sabe que si v es 
un vector de direccion de la recta que contiene al 
segmento radial TS entonces v p es un vector de 
direccion de <£. Se emplea esta informacidn para 
encontrar una ecuacion £ si se conocen las coordena- 
das de T y la ecuacion de 6. 

Figura 4—3 

Ejemplo 4. Obtenga una ecuacion cartesiana de la recta £ que es 
tangente en el punto T(6, —4) a la circunferencia 6 cuya 
ecuacion es 

x 2 + y 2 — 4x + 2y — 20 = 0. 

Solucidn: Observese primero que T esta sobre C puesto que 

6 2 + (—4) 2 - 4(6) + 2(—4) - 20 = 36 + 16 - 24 

- 8 - 20 = 0 . 

Completando cuadrados en x y y en la ecuacidn de C„ se 
obtiene 

(x 2 - 4x + 4) + (y 2 + 2y + 1) = 20 + 4 + 1, 

(x - 2) 2 +(y+ l) 2 = 25. 

Por lo tanto C tiene su centro en S(2, — 1) y un vector de 
direccion de la recta que contiene al segmento radial TS es 



s - t = (2, — 1) — (6, — 4) = (-4,3). 
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Por consiguiente, un punto U(x, y) estd sobre £ si y solo si 

(u - t) • (s - t) = 0, 

[(x,y) - (6, -4)]. (-4,3) = 0, 

(x - 6, y + 4)-(-4, 3) = 0, 

-Ax + 24 + 3^ + 12 = 0, 

Ax — 3y — 36 = 0. 

Como se sugiere en la Figura 4-3, el radio r y de una circunferencia C es 
igual a la distancia (perpendicular) que separa al centro S de C de cualquier 
recta £ que sea tangente a (2. Se puede emplear este hecho para obtener la 
ecuacion de una circunferencia dadas las coordenadas (xi, yi) de su centro y 
una ecuacion Ax + By + C = 0 de una recta tangente. 

Ejemplo 5. Obtenga una ecuacion cartesiana de la circunferencia cuyo 
centro es S(5, 4) si la recta cuya ecuacion es x + y = 3 es 
tangente a (2. 

Sofucion: Tracese un diagrama. En 

la ecuacion Ax + By + C 
= 0 para £, se tiene A = 1, 

B = 1 y C = — 3.Tambie'n 
se tiene (x u y 0 = (5, 4). 

Por lo tanto (vease pa- 
gina 94) el radio r de 0 
esta dado por 

r = d{ S, £) 


Axi + Byi + C 


5 4 _ 3 

6 

VA* + £2 


vi 2 +1 2 

V2 


Sustituyendo a (5, 4) por (/?, A:) y a —^ por r en la Ecuacion 
(3) de la pagina 125 se obtiene v " 

(x - 5) 2 + (y - 4) 2 = 18 
que es una ecuacion de 6. 

Ejercicios 4—2 

En los Ejercicios 1—6,obtenga una ecuacion en la forma (3) de la pagina 125 
de la circunferencia con el radio r y centro S dados. 

1. r = 2, S(3, 4) 3. r = 7, S(2, -3) 5. r = 3, S(-2, -4) 

2. r = 4, S(l, 5) 4. r = 5, S(-3, 4) 6. r - 6, S(-8, - 1) 

En los Ejercicios 7—14,obtenga una ecuacion de la forma (3), pagina 125, de 
la circunferencia e cuya ecuacion se da. 
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7. x 2 + y 2 - 2x - 4>> - 20 = 0 

8. x 2 + y 2 - 6x - 8 y = 0 

9. x 2 + y 2 + \0x — 6y — 15 = 0 

10. x 2 + y 2 - 8x + 12 y - 29 = 0 

11. x 2 + y 2 + 14jc + I6y + 13 = 0 

12. x 2 + >> 2 + 12x + 10j; - 3 = 0 

13. 4x 2 + 4 y 2 + I2x - 20y - 66 = 0 

14. 2x 2 + 2y 2 + 2x + 2y - 1 = 0 

En los Ejercicios 15—18,obtenga una ecuaci6n de la forma (4), pbgina 126, de 
la circunferencia que pasa por los puntos dados Q, S y T. 

15. Q(5, 4), S(4, -3), T(—2, 5) 17. Q(l, 9), S(8, 2), T(-9, 9) 

16. Q(5, 7), S(6, 0), T(— 1, — 1) 18. Q(3, -10), S(10, 7), T(-7, -10) 

En los Ejercicios 19—24, obtenga una ecuacibn cartesiana de la recta £ que 
es tangente en el punto T a la circunferencia cuya ecuacibn se da. 

19. T(0, 0); x 2 + y 2 - 8x + 6y = 0 

20. T(0, 0); x 2 + y 2 ~ lOx - 4y = 0 

21. T(2, 1); x 2 + y 2 - 12x + I4y + 5 - 0 

22. T(3, 2); x 2 + y 2 - 12x + 8j + 7 = 0 

23. T( —3, 1); x 2 + y 2 + 8x - 2 y +16=0 

24. T(2, -1); x 2 + y 2 - 4x + 6y + 9 = 0 

En los Ejercicios 25—30,obtenga una ecuacibn cartesiana de la circunferencia 
e cuyo centro S que es tangente y ecuacibn de la tangente son dados. 

25. S(3, 4), x = 8 28. S(-2, 3), x - y = 7 

26. S(5, 2), y = 5 29. S(-2, -4), 2x - y = 4 

27. S(l, —5), x + y = 5 30. S(-3, -5), 2x + 3^ = 5 

En los Ejercicios 31 —38,obtenga una ecuaqibn cartesiana de la circunferencia 
que satisface las condiciones dadas. 

31. Pasa por los puntos S(— 1, —3) y T(—5, 3) con centro sobre la recta cuya 
ecuacion es x — 2y + 2 = 0. 

32. Pasa por los puntos S(0, 0) y T(6, 2) con centro sobre la recta cuya 
ecuacion es 2x — y = 0. 

33. Es tangente al eje x en el punto S(4, 0) y pasa por el punto T(7, 1). 

34. Es tangente a la recta cuya ecuacion es 4x — 3y — 2 = 0 en el punto 

S(6, —1), y pasa por el punto T(6, 1). 

35. Tiene su centro en S(—1,4) y es tangente a la recta cuya ecuacion es 
5x + \2y + 9 = 0. 

36. Tiene su centro en S(2, 4) y es tangente a la recta cuya ecuacion es 

x + y — 4 = 0 . 

37. Es tangente a la recta cuya ecuacion es 2x — y + 6 = 0 en el punto 
S(—1,4), y tiene radio 3\ 5. (Dos soluciones). 

38. Es tangente a la recta cuya ecuacion es x — 2y — 3 = 0 en el punto 
S( — 1, — 2), y tiene radio VO. (Dos soluciones). 
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* 39. Demuestre que para tres puntos no colineales R(xi, y i), S(* 2 , y 2 ), T(x 3 , yj) 


2 , 2 
x + y 

X 

y 

i 

2 , 2 
Xi + y 1 

*1 

y i 

i 

2 i 2 

*2 + y 2 

x 2 

y 2 

i 

*3 + y 3 

*3 

y% 

i 



es una ecuaci6n cartesiana de la circunferencia que pasa por R, S y T. 

* 40. Trace la grafica de la ecuacion que aparece en el Ejercicio 39 en el caso 
que R, S y T sean puntos colineales distintos. 


4—3 Parabola 

El conjunto (P de puntos del piano tales que estdn a la misma distancia de una 
recta dada 3D y de un punto dado F que no eSte sobre 2D recibe el nombre de 
parabola (vease la Figura 4 — 4). 




El punto F es el foco de la pardbola y la recta 3D es la directriz de la pardbola. 
La recta que contiene al foco de la pardbola y que es perpendicular a la 
directriz es el eje (o eje de simetria) de la pardbola. El punto V de interseccibn 
de una pardbola con su eje recibe el nombre de vertice de la pardbola. 

Se dice que dos puntos S y S' son simetricos con respecto a una recta £ si 
£ es la bisectriz perpendicular del segmento SS'. Se dice que un conjunto de 
puntos es simetrico con respecto a la recta £. si para cada punto S del 
conjunto existe otro punto del conjunto S'tal que S y S'sean simetricos con 
respecto a £. (Figura 4-5). Se sigue directamente de la defmicion de 
pardbola que una pardbola es simetrica con respecto a su eje. 










Secciones cdrticas 


131 


En la Figura 4-6 se ilustra una 
construccion mecdnica simple de un 
arco de la pardbola con foco en F y 
cuya directriz es 3D. Col6quese una 
regia T (o cualquier otra regia) forman- 
do un dngulo recto con 3D en el punto 
A y elijase un punto B sob re la regia. 
Sujetese a los puntos F y B los extre- 
mos de un hilo de longitud d{ A, B). 
En estas circunstancias la punta de un 
lapiz que mantenga en tensidn al hilo y 
este en contacto con el borde de la 



Figura 4—6 


regia (en el punto U de la Figura 4-6) describira el arco de pardbola al desli- 
zarse el punto A sobre 3D, mantenien dose la regia perpendicular a 3D. 

Para obtener una ecuacion de la pardbola que tiene su foco en el punto F(0, 2) 
y cuya directriz 3D es la recta cuya ecuacidn es y = — 2 (Figura 4-7), 


Figura 4-^7 



observese que U(x, y) es un punto del lugar geometrico si y s61o si 


11 “ - f|l = 11“ - w||, 

donde W es la proyeccion (perpendicular) de U sobre 3D. Entonces como U 
tiene las coordenadas (,x , y), F tiene como coordenadas a (0, 2), y W tiene 
como coordenadas a (x, —2), se tiene 

IlfojO - (0,2)11 = HCx.j’) - (x, -2)11, 

IK* - 0, y - 2)|| = ||(* - *, y + 2)||, 

V *2 + (y - 2)2 = VO 2 + (y + 2 ) 2 , 

* 2 + iy - 2) 2 = (y + 2) 2 , 
x 2 + y 2 — + 4 = y 2 + Ay + 4, 

° bien x 2 = 8^. 


Puesto que las raices cuadradas involucradas en este cdlculo son no 
negativas, los pasos de este proceso son reversibles y la grdfica de x 2 = Sy es 
la pardbola requerida. 
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Mediante un razonamiento similar se puede demostrar que una ecuacion 
de la parabola cuyo foco es F(0,p) y cuya directriz es la recta JD estd dada por 
y = —p es 

■ x 2 = 4 py, (1) 

Las ecuaciones (1) y (2) reciben el nombre se formas ordinarias de la ecuacibn 
de una pardbola con vertice en el origen y foco sobre un eje de coordenadas. Si 
p > 0, entonces la parabola se abre hacia arriba o hacia la derecha; si 
p < 0, entonces la pardbola se abre hacia abajo o hacia la izquierda. Las 
diferentes posibilidades se muestran en la Figura 4-8. 



Figura 4—8 


Observese que en cada caso el vertice estd a \p\ unidades de distancia tanto 
del foco como de la directriz. 

Ejemplo. Calcule las coordenadas del foco F y una ecuacion de la 
directriz de la pardbola cuya ecuacion es y 2 = —Sx. Trace un 
esquema de esta curva. 
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Solucidn: 


Comparando y 2 = — 8x con la \ y 
Ecuacion (2), pagina 131, se ve que \ 

p — —2. Por lo tanto las coordena- \ 

das de F son ( —2, 0) y £> tiene como > 

ecuacion x = 2. Puesto que y 2 es ( ^ ^ 
siempre no negativo y y 2 = — 8x, x F(-2,0) 
debe ser no positivo para todos los / 

puntos que esten sobre la parabola, / 

y la grafica tiene la apariencia que / 

se muestra. ' 


Ejercicios 4—3 

En los Ejercicios 1— 8,obtenga una ecuacidn cartesiana de la parabola con 
vertice en el origen y con foco en el punto dado F. Obtenga tambten una 
ecuacion cartesiana de la directriz. 

1. F(0, 3) 

2. F(0, 5) 

3. F(2, 0) 

4. F(4, 0) 

En los Ejercicios 9—12 f calcule las coordenadas del foco, y obtenga una 
ecuacion cartesiana de la directriz, de la parabola con vertice en el origen y 
que pasa por los puntos dados S y T. 

Ejemplo 1. S(—3, 3)y T(3, 3) 

Solucidn: Tracese un esquema. Por inspeccion se ve que S(—3, 3) y 


5. F(—1,0) 

6 . F(0, -4) 

7. F(0, -5) 

8 . F( —3, 0) 



T(3, 3) son simetricos con respecto al eje y. Entonces como el 
vertice esta en el origen, el eje y es el eje de la parabola, y 
segun 'esto la parabola tiene una ecuacion de la forma 
x 2 — 4 py, Sustituyendo las coordenadas ya sea de S o de T en 
esta ecuacion se obtiene^ 

9 = 12/;, 

P = f • 


o 
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Por lo tanto las coordenadas del foco son (0, £), y una ecuacibn 
de la directriz es y — — 

9. S(—4, 2) y T(4, 2) 

10. S(—5, 5) y T(-5, -5) 

11. S(2,4) y T(2, —4) 

12. S(- 6, -8) y T(6, -8) 

En los Ejercicios 13—16 obtenga una ecuacibn cartesiana de la parabola que 
satisface las condiciones dadas. 

13. Vertice en el origen, eje sobre el eje x, pasa por el punto S(8, 8). 

14. Vertice en el origen, eje sobre el eje x, pasa por el punto S(9, 6). 

15. Vertice en el origen, eje sobre el eje y, pasa por el punto S(—2, 4). 

16. Vertice en el origen, eje sobre el eje y, pasa por el punto S(—4, 48). 

En los Ejercicios 17—22 emplee la definicibn de parabola para obtener una 
ecuacibn cartesiana de la parbbola con el foco dado F y con la directriz dada. 

Ejempio2. F(3,4); 

Ecuacibn de la directriz: 
x ^ 7. 

Sofucidn: El esquema de la curva se 

muestra en la figura. Un 
punto U(x, y) estd sobre la 
parabola si y solo si 

||u - f|| = liu - w||. 

Entonces, puesto que las 
coordenadas de U, F y W 
son, (x, y), (3, 4), y (7, y), 
respectivamente se tiene 

||(*, y) - (3,4)11 = ||(*,j) - (7,7)11, 

o bien 

V(* - 3)2 + (7 - 4)2 = V(x - 7)2 + 02. 

Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando se 
tiene 

(x - 3) 2 + (7 - 4) 2 = (x - 7) 2 , 

x 2 — 6x + 9 + 7 2 — 87 + 16 = x 2 — I4x + 49, 

7 2 — 87 + 8* — 24 = 0. 

Puesto que los pasos algebraicos son reversibles esta es una 
ecuacion de la parabola. 

17. F(5, 2); ecuacion de la directriz: x = 1. 

18. F(—3, 2); ecuacibn de la directriz: x = — 7. 
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19. F(4, —5);ecuaci6n de la directriz: y = 1. 

20. F(—2, —5);ecuacion de la directriz: y = —4. 

21. F(8 ? 0); ecuacion de la directriz: * = 1. 

22. F(0, — 3); ecuacion de la directriz: y = 10. 

La forma general de la ecuacibn cartesiana de una parabola con eje paralelo 
al eje y es 

y = ax 2 + bx + c, a ^ 0, 

Esta parabola se abre hacia arriba si a > 0 o bien hacia abajo si a < 0. En 
los Ejercicios 23—28, obtenga una ecuacibn de esta forma de la parabola (P 
que pasa por los puntos dados Q, S y T. 

Ejemp/o 3 Q(0, 1), S(-1, 4), T(2, 1) 

Solucidn: Puesto que cada punto estd sobre la grdfica de y = ax 2 + bx 

+ c, las coordenadas de estos puntos deben satisfacer esta 
ecuacion. Se tiene pues 

1 = a(0) 2 + b(0) + c 
4= a(-l) 2 + b(~l)+ c 
1 = a(2) 2 + b(2) + c 

o bien c — 1 

a — b + c = 4 
4a + 2b + c = 1. 

Resolviendo este sistema,esdecir despejando a, b y c, se ve que 
a == 1,6= —2, y c = 1. Por lo tanto una ecuacibn de (P es 

y ~ x 2 — 2x + 1. 

23. Q(0, 1), S(l, 6), T(~ 1, 0) 26. Q(0, 2), S(l, -1), T(-l, 1) 

24. Q(0, 2), S(l, —2), T(— 1, 13) 27. Q(0,-5), S(l, -2), T(-2, 7) 

25. Q(0, 3), S(l, 3), T(2, 1) 28. Q(0, 6), S(l, 1), T(-2, - 14) 

29. Demuestre que una ecuacion cartesiana de la pardbola (P con foco en 
F(0, p) y cuya directriz 3D tiene la ecuacibnj = — p es x 2 = 4 py. 

30. Demuestre que una ecuacibn cartesiana de la pardbola (P con foco en 
F(/?, 0) y cuya directriz 3D tiene la ecuacion x = — p es y 2 = 4px. 

El segmento que es perpendicular al eje focal de la 
parabola, cuyo punto medio es el foco y cuyos 
extremos estdn sobre la pardbola es el 1ado recto, y 
la longitud del lado recto se llama ancho focal de la 
pardbola. 

31. Demuestre que el ancho focal de la pardbola ci 
esta dado por \4p\. 

32. Demuestre que el ancho focal de la pardbola ci 
esta dada por \4p\. 





136 


Capitu/o 4 


33. Obtenga una ecuacion cartesiana de la circunferencia que pasa por el 
vertice y por los extremos del lado recto de la pardbola cuya ecuacion es 
■x 2 = ^py. 

34. Demuestre que la circunferencia 6 para la cual uno de cuyos didmetros 
es el lado recto de la pardbola <P cuya ecuacion es x 2 = 4 py, es tangente 
a la directriz de (p. 

35. Demuestre que para cualesquiera tres puntos no colineales R(*i 5 >T) 5 
S(x 2 , T 2 ) y T(x 3 , y 3 ), donde x x , x 2 , y x 3 son todos distintos. 


X 2 


y 

l 

*1 

*1 

y i 

l 

*2 

*2 

y 2 

l 

*3 

*3 

ys 

l 


es una ecuacion cartesiana de la pardbola con eje vertical que pasa por los 
puntos R, S y T. 

36. Trace la grdfica de la ecuacion que aparece en el Ejercicio 35 en el caso 
que R, Sy T sean colineales. 


Problemas de aplicacidn 4—3 


1. Un arco parabolico de acero, tiene diez metros de altura, con el eje 
vertical y cuyos puntos de apoyo estan separados por 20 m. ^Esta el foco de 
la pardbola sobre el suelo o debajo de el, y a que distancia de la superficie 
esta? 

2. Se planea hacer un arco parabolico, con eje vertical y cuyos puntos de 
apoyo estdn separados por una distancia de 30 m. Si el foco de la pardbola 
debe estar a 8 m. de altura ^cual es la altura que debe tener el arco? 

3. Se tiene un reflector parabolico cuya forma se obtiene haciendo girar un 
arco de pardbola que empieza en el vertice, alrededor del eje de la 
pardbola. Si el foco esta a 9 cm del vertice y el arco parabblico tiene 16 cm 
de profundidad. ^Cudl es la abertura del reflector? 



4. Hay que encerrar a un campo rectangular mediante una cerca de 120 m 
de longitud. Demuestre que si y es el drea cuando uno de los lados tiene 
longitud x , entonces y = 60x — x 2 . Trace la grdfica de esta ecuacion 
para 0 < * < 60. ^Para que valor de x el drea es mdxima? 

5. Cuando se arroja una piedra desde un punto A la piedra viaja aproxima- 
damente a lo largo de un arco parabolico con eje vertical. Si se arroja la 
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piedra en una direccion que forma un 
angulo de 45° con la horizontal, enton- 
ces el foco de la parabola esta sobre 
una recta horizontal que pasa por A. 

Supongamos que una piedra que se 
lanza con este angulo de elevacidn 
llega a una altura maxima de 40 m. 

^Que distancia recorre la piedra horizontalmente hasta el momento de al 
canzar una altura igual a la del punto A? 



4—4 Elipse 

Dados dos puntos F x y F 2 del piano, el conjunto 8 de puntos U(x, y) del 
piano tales que la suma de las distancias de U a F x y F 2 es una constante 
dada mayor que d( F is F 2 ), recibe el nombre de elipse (vease la Figura 4-9). 
Los puntos F 1 y F 2 se llaman focos de la elipse, y la recta que contiene a los 



Figura 4—9 

focos recibe el nombre de eje principal de la elipse. El punto C que bisecta al 
segmento FiF 2 recibe el nombre de centro de la elipse. Los puntos de 
interseccion de la elipse con su eje principal, Vj y V 2 en la Figura 4-9, son 
los vertices de la elipse, y el segmento cuyos extremos son los vertices recibe el 
nombre de eje mayor de la elipse. El segmento que es perpendicular al eje 
mayor, que pasa por el centro y cuyos extremos estdn sobre la elipse es el eje 
menor de la elipse. 

Se puede visualizar la construccion de una elipse mediante el metodo del 
jardinero. Se empieza colocando dos estacas en el suelo y rodedndolas con un 
lazo que no cste tirante. Si ahora se mantiene el lazo tirante mediante otra 
estaca y se mueve esta alrededor de las otras dos, manteniendo siempre tirante 
la cuerda, la tercera estaca recorrerd una trayectoria eliptica, como se indica 
en la Figura 4-10. 
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Figura 4—10 



Algunas propiedades de las elipses son aparentes de la misma definicidn. Si 
se analiza la Figura 4-11(a), por ejemplo, se ve que una elipse es simetrica 
(vease la p&gina 130) con respecto a su eje principal; y analizando la Figura 
4-11(b) se ve que es tambien simetrica con respecto a la recta que contiene a 
su eje menor. 




r 7 i 


(a) 

Figura 4—11 

Como se muestra en la Figura 4-12, 
sea c la distancia que separa a cada 
foco del centro de una elipse 8 de 
modo que d(F!,F 2 ) = 2c. Sea aho- 
ra 2 a la suma de las distancias que 
separan a cada punto U de F x de 8 y 

F 2 : 

d(F u V) + </(F 2 ,U) = 2a. 


it>) 



Puesto que esta suma debe ser mayor 
que d(F u F 2 ), tenemos 2 a> 2c, o Figura 4—12 

bien a > c. 

Puesto que el vertice V x , en particular, es un punto de £, se tiene 




Ahora por simetria 


rf(Fi,V 1 ) + rf(F 2 ,V 1 )= 2a. 


d(F i, Vi) = J(V 2 ,F 2 ). 


Sustituyendo la Ecuacion (2) en la Ecuacion (1) se tiene 


( 1 ) 

( 2 ) 


o bien 


d(y 2 , F 2 ) + ^(F 2 , V i) = 2a, 
d(V 2 ,\ 1 ) = 2a. 
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Por consiguiente, la longitud del eje mayor es 2a y la longitud d( C, V i) de un 
semieje mayor es a 

Puesto que un extremo W i del eje menor estd sobre 8, se tiene 

d(F i,W[) + c?(F 2 , Wj) = la, 

o por simetria 

2d(¥ 1( Wi) = 2a, 

</(Fi,W,) = a. 

Por lo tanto, si b es la longitud d(C, Wi) de un semieje menor de £, entonces 
por el Teorema de Pitagoras se tiene 

a 2 = b 2 + c 2 . (3) 

Es posible obtener la ecuacion de una elipse con centro en el origen y focos 
sobre el eje x de la siguiente manera; supdngase que la elipse 8 (figura 4-13) 
tiene los focos Fi(c, 0) y F 2 (—c, 0), y que para cada punto U(x, y) de 8 la 



suma de las distancias que separan a U de Fi ydeF 2 es laconstante2a, donde 
2 a > 2c, o sea a > c. Entonces una ecuacion vectorial de 8 es 

(|u — f 2 || + u — fi|| = 2a. 

Puesto que u = (x, y), f x = (c, 0), y f 2 = (—c, 0), se tiene 

I \(x,y) - ( —c, 0)|| + || (x,y) - (c, 0)|l == 2a, 

II (x + c,y)\\ + |1 (x - c,y )|| = 2a, 

V(x + c) 2 + y 2 + V(x — c) 2 + y 2 = 2a. 

Si ahora se suma — V(x — c) 2 + y 2 a ambos miembros de esta ecuacibn, 
y se eleva al cuadrado a ambos miembros de la ecuacion resultante, que es 
equivalente a la anterior, se obtiene 


(x + c) 2 + y 2 = 4 a 2 — 4 as/ (x — c) 2 + y 2 + (x — c) 2 + y 2 . 
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Desarrollando los binomios y simplificando se obtiene 

a\/(x — c) 2 + y 2 = a 2 — ex. (4) 

Si ahora se eleva al cuadrado ambos miembros se tiene que 

a 2 (x 2 — 2 cx + c 2 + y 2 ) = a A — la 2 cx + c 2 x 2 . 

Simplificando y factorizando se obtiene 

( a 2 — c 2 )x 2 + a 2 y 2 — a 2 (a 2 — c 2 ). 

Puesto que 0 < c < a, se sigue que c 2 < a 2 y a 2 — c 2 > 0. Si se hace 
b 2 = a 2 — c 2 , b > 0, entonces esta ecuacion se reduce a 


6 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 


o bien dividiendo por a 2 b 2 , a 


x 2 v 2 
— + y — = 1 


( 5 ) 

Los pasos que se efectuaron para obtener la Ecuacion (5) son reversibles, 
aunque hay que tener cuidado al considerar las raices cuadradas que 
aparecen; no discutiremos en este libro los detalles. Se sigue que un punto 
U(x 9 y) esta sobre la elipse b si y solo si sus coordenadas satisfacen la 
Ecuacion (5); por lo tanto (5) es una ecuacion cartesiana de la elipser 

De la Ecuacion (5) se ve que una elipse es simetrica con respecto a su eje 
principal (en este caso el eje x) y que es tambien simetrica con respecto a 
la recta que contiene a su eje menor (en este caso el eje y). Es detir si el punto 
S (r, t) esta sobre la gr&fica de la Ecuacion (5) los puntos S'(r, — t) y 
S"(— r, t ) tambien lo estan. De la Ecuacion (5) se ve tambien que los 
extremos del eje mayor tienen como coordenadas a (a, 0) y (— a, 0) y que 
los extremos del eje menor tienen como coordenadas a (0 ? b ) y (0, —b), 
como se indica en la Figura 4-13. 


Ejemplo 1. 


So/ucidn: 


Obtenga una ecuacion cartesiana de la elipse cuyos focos son 
Fi(3,0) y F 2 (-3, 0)y cuyos vertices son V^.O) y V 2 (-5,0). 
Ademas trace un esquema de la grdfica de la ecuacion. 

De los datos dados se tiene a = 5 y c = 3. Por lo tanto 


b 2 = a 2 - c 2 
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Empleando el metodo que se menciono anteriormente se puede demostrar 
que una ecuacion de la elipse con focos en F 1 (0, c) y F 2 (0, — c ), sobre el eje y , 
y cuya suma de distancias es igual a 2 a es de la forma 




= 1 , 


( 6 ) 


donde a > b > 0 y a 2 — b 2 + c 2 . Como 
se muestra en la Figura 4-14 el eje mayor 
de esta elipse estd sobre el eje y y el eje 
menor esta sobre el eje x. Las intersecciones 
de la elipse con los ejes x y y son ±6 y zta, 
respectivamente: por consiguiente los extre- 
mos del eje mayor tienen como coordenadas 
(0, a) y (0, — a) y los extremos del eje 
menor tienen coordenadas ( b , 0) y (— b , 0). 



Figura 4—14 


Ejercicios 4—4 


En los Ejercicios 1— 8,obtenga una ecuacidn de la forma (5) o (6) de la elipse 
cuyos focos y vertices se dan. Diga cuales son las longitudes de los ejes. 


1. Fi(4, 0), F 2 (—4, 0); Vi(5, 0), V 2 (—5, 0) 

2. Fi(12, 0), F 2 (—12, 0); V^B, 0), V 2 (-13, 0) 

3. F X (V5,0), F a (-V5, 0); V x (3, 0), V a (-3, 0) 

4. FxiVn, 0), F 2 (- V21, 0); \ 1 (5, 0), V 2 (-5, 0) 

5. F x (0, 4), F 2 (0, -4); Vi(0, 5), V 2 (0, -5) 

6 . Fx(0, 3), F 2 (0, -3); V x (0, 5), V 2 (0, -5) 

7. F x (0, V3), F 2 (0, - V3); V x (0, V7), V 2 (0, -VI) 

8 . F x (0, 2), F 2 (0, -2); V x (0, VU), V 2 (0, -VI3) 


En los Ejercicios 9—12,obtenga una ecuacion de la forma (5) o (6) de la elipse 
cuyo centro es el origen y cuyas longitudes de los ejes son dadas. Diga 
cuales son las coordenadas de los focos. 


9. a = 5, b = 3; el eje principal es el eje x 

10. a = 13, b = 12; el eje principal es el eje x. 

11. a = vT3, b = 3; el eje principal es el eje y. 

12. a = V7, b = V3; el eje principal es el eje y. 
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En los Ejercicios 13—20, calcule las coordenadas de los vertices V, y V 2 los 
focos F, y F 2 de la elipse cuya ecuacibn se da. 


13. 4x 2 + 9 y 2 = 36 

14. \6x 2 + 9 y 2 = 144 

15. 16x 2 + y 2 = 64 

16. 9x 2 + 25 ^ 2 = 225 


17. 4jc 2 + 36y 2 = 36 

18. 25x 2 + 4y 2 = 100 

19. 7.x 2 + 3y 2 = 21 


20. 24.x 2 + 5y 2 = 120 


En los Ejercicios 21 —24,obtenga una ecuacibn cartesiana de la elipse S cuyas 
caracterfsticas se dan y trace un esquema de dicha elipse. 

21 . Centro 0(0, 0), ejes sobre los ejes coordenados y pasa por los puntos 
S(l,3)y T(4,2) ‘ 

22. Centro 0(0, 0), ejes sobre los ejes coordenados y pasa por los puntos 
S(4, 3) y T(6, 2). 

23. Focos Fx(4, 0) y F 2 (—4, 0), y pasa por el punto S(3, V)* 

24. Centro 0(0, 0), el eje principal es el eje y , la distancia que separa a los 
focos es 24 y pasa por el punto S(f§, 5). 

En los Ejercicios 25—28, emplee la definicidn de elipse para obtener una 
ecuacion cartesiana de la elipse 8 cuyos focos F, y F 2 est^n dados y para la 
cual est3 dada la suma de las distancias que separan a un punto de la elipse 
de los focos. 

* 25. Fx(2, 4), F 2 (—2, 4); suma de distancias 6. 

* 26. Fx(3, 2), F 2 (—3, 2); suma de distancias 8. 

* 27. Fx(6, 1), F 2 (6, —1); suma de distancias 4. 

* 28. Fi(—2, 4), F 2 ( —2, —4); suma de distancias 12. 

La longitud del segmento que es perpendicular al eje mayor de una elipse, 
que contiene a los focos de dicha elipse y cuyos extremos estSn sobre ella 



recibe el nombre de ancho focal de la elipse. El segmento recibe el nombre 
de lado recto de la elipse. 

* 29. Demuestre que el ancho focal de una elipse 8 cuya ecuacion es 



es 


26 2 


a 
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30. Demuestre que el ancho focal de una elipse £ cuya ecuacidn es 

2 2 
xr_ 

b 2 


4=1 


es igual a 2 by/1 — e 2 , donde e = ~ . 

31. Sea £ el conjunto de todos los puntos U tales que el cociente de ladistancia 
que separa a U del punto F i(ae 9 0) (vease el Ejercicio 30) y la distancia 

que separa a U de la recta S)i cuya ecuacion es x — ~ es igual a e. 
Demuestre que 8 es una elipse cuya ecuacion es 

2 2 
*_ + 1. = i 
a 2 + 6 2 * 

siempre y cuando e < 1 y b 2 = a 2 (l — e 2 ). (Vease el siguiente diagrama). 



32. Demuestre que una ecuacion cartesiana de la elipse 8 cuyos focos son 
Fi(0, c) y F 2 (0, -c) y cuyos vertices son V ,(0, a ) y V 2 (0, — a) es 

2 2 

- + ^-= l 
^ a 2 

donde b 2 = a 2 — c 2 > 0. 

33. Demuestre que si x 2 > x\ > 0 y yl > y\ > 0, entonces 


2 2 i 

x y 1 

2 2 i 

Xf J'l 1 

2 2 i 

*2 y2 l 


= o 


es una ecuacion cartesiana de una elipse o una circunferencia que pasa 
por los puntos S(xi,^i)y T(x 2 ,^ 2 )- 

34. Tracella graftca de la ecuacion que aparece en el Ejercicio 33, en el caso en 
que x 2 > x\ > 0 y y% = y\. 
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Problemas de aplicacidn 4—4 


1. Supongase que una escalera de longitud 1 m se apoya sobre una pared 
vertical y que tiene una marca sobre un 
peldano que estd a 4 m del extremo superior y 
de la escalera.Demuestre que si el pie de la 
escalera se desliza, alejandose de la pared 
sobre una superficie horizontal, de modo que 
el extremo superior se desliza hacia abajo en Q 
contacto con la pared, entonces la marca 
sobre el peldano describe una trayectoria eliptica. 



(Sugerencia: Emplee un sistema de coordenadas como el que se muestra 
en la figura). 

2. La base de un auditorio es de forma eliptica y tiene 20 m de longitud y 16 
m de ancho. Si cae una aguja sobre un foco el ruido que produce se 
escucha claramente cerca del otro foco. que distancia esta un foco del 
otro? 

3. La Tierra se mueve en una orbita eliptica alrededor del Sol, y el Sol estd 
sobre uno de los focos de esta elipse. Si la minima distancia que separa a 
la tierra del Sol es de 147 000 000 kilometros, y su mayor separacion es de 
150 000 000 kilometros aproximadamente, ^a que distancia estd el Sol del 
otro foco de la elipse? ( Sugerencia : La menor y la mayor separacibn 
,ocurren cuando la Tierra estd sobre el eje mayor de la elipse.) 

4. Se traza el contorno de una hortaliza de forma eliptica colocando dos 
estacas en el suelo con una separa¬ 
cion de 16 m y colocando un lazo 

de longitud total de 36 m alrededor ^2 

de ellas; se traza el contorno em- \ 

pleando una tercera estaca que al \S 

girarla alrededor de las dos fijas 15 m 

mantiene al lazo en tension. ^,De 
que longitud y de que ancho sera la hortaliza? 


4—5 Hiperbola 

Vimos en la seccion 4^4 que una elipse es el lugar geometrico de los puntos 
que quedan determinados por la suma de dos distancias. En esta seccion 
estudiaremos el lugar geometrico determinado por la diferencia de dos 
distancias; una hiperbola. Para dos puntos dados Fj y F 2 del piano, el 
conjunto X de los puntos U(x, y) del piano tales que el valor absoluto de la 
diferencia de las distancias que separan a los puntos Fi y F 2 de U es una 
constante dada, menor que ^/(F 1 ,F 2 ), es una hiperbola. (Vease la Figura 
4-15). Tal como en el caso de la elipse, los terminos focos, ejes principales, 
vertices y centro de una hiperbola se refiere a los puntos fijos F x y F 2 , a la 
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Figura 4—15 

recta que pasa por ellos, a los puntos V! y V 2 de interse ction de 3C con el eje 
principal, y al punto medio C del segmento FiF 2 , respectivamente. El 
segmento V 1 V 2 recibe el nombre de eje transversal de la hiperbola. Observese 
que una hiperbola consta de dos ramas separadas. 

Hay varios metodos para construir una hiperbola. Uno de estos metodos, 
que es semejante al que se emplea para construir elipses y que se discutio en la 
Section 4-4, pero un poco m&s dificil de llevar a cabo, es el siguiente: Atese 
un lapiz cerca del punto medio de un cordel, y pdsese el cordel por debajo de 
dos tachuelas sujetas a un pedazo de carton. Empleando el ldpiz para 
mantener al cordel en tension tomense los dos extremos en la mano y tirese del 
cordel como se muestra en la figura 4-16. El ldpiz marcard una rama de la 
hiperbola. la otra rama se obtiene intercambiando los papeles de las tachuelas. 
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Considerese ahora la hiperbola 3C (Figura 4-17) cuyo centro es el origen, 
cuyos focos son F^c, 0) y F 2 (—c, 0), y para la cual el valor absoluto de la 


Figura 4—17 



diferencia de distancias de cada punto U(x, y) de X a F x y F 2 es igual a la 
constante positiva 2a, a < c. Entonces por definicibn de hiperbola , el punto 
U(x, y ) estd sobre X si y s61o si 

I II" - fill - II" - fall | = 2 a, 

o bien 

II" - fill - II" - f 2 II = ±2 a. 

Puesto que u = (x, y), fi = (c, 0), y f 2 = (—c, 0), esta dltima ecuacion se 
puede escribir en la forma 

V(x~— c)2 + y 2 — V[x — ( — c)]2 + y 2 = dr2a. 

Repitiendo un cdlculo similar al que aparece en las pdginas 139 y 140 se puede 
demostrar que esta ecuacion es equivalente a 


donde 



b 2 = c 2 - a 2 > 0 y b > 0. 


( 1 ) 


Tal como en el caso correspondiente a la elipse (pdgina 140) los pasos son 
reversibles y entonces un punto U(x, y) estd sobre X si y s61o si sus. 
coordenadas satisfacen la Ecuacidn (1). 
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Analogamente, una hiperbola con centro en el origen, focos en F x (0 , c) 
yF 2 (0, — c),y para la cual el valor absoluto de la diferencia de distancias es 
igual a 2a, 0 < a < c, tiene una ecuacion cartesiana de la forma 



El valor de la constante a en las Ecuaciones (1) y (2) puede ser mayor, igual o 
menor que el valor de b. 

Una hiperbola 3C cuya ecuacion es de la forma (1) o (2) es simetrica con 
respecto a ambos ejes coordenados. Entonces si S(x, y ) es un punto de 3C, 
tambien lo son S't*, —y), S "(—x,y), y S'"(—x 9 —y). 2 

Si se sustituye a y por 0 en la Ecuacion (1) se obtiene — = 1, o sea 

x = zta. Por consiguiente a y —a son las intersecciones de una hiperbola de 


la forma (1) con el eje x . Si se sustituye a x por 0 en la Ecuacibn (1) se obtiene 
y 2 . y 2 

_ _ 1 Puesto que es siempre no negativo, la hiperbola no corta al eje 

v. 

Analogamente se puede demostrar que una hiperbola cuya ecuacibn es de 
la forma (2) corta al eje y en los puntos a y — a y que no corta al eje x. 
Consideremos ahora la ecuacion 


x 
a 2 


b 2 


0. 


si se despeja a y 2 en funcion de x se obtiene 

2 b 2 


— x 2 
2 A ’ 


de donde 


y = - x o bien y = -x. 

a a 

Las graficas de estas ecuaciones son dos rectas que se cortan en el origen y 
... b b 

cuyas pendientes son - y - - , respectivamente. 

Si se despeja en la Ecuacion (1) de la pdgina 146 a y 2 como funcibn de x se 
obtiene 

b 2 


r = - b\ 

a 2 


de donde 




lb 2 2 ,2 

“VS* ”*■ 


que es a su vez equivalente a 


y = -V*-'" 


a* 




a-. 


o 







148 Capftulo 4 


Figura 4—18 



Ahora comparense los valores correspondientes de y para las rectas y la 
hiperbola. Como se ve en la Figura 4-18 

- Vx 2 — a 2 < - \x\ 
a a 1 1 

para todos los reales para los cuales estan def nidos ambos miembros de la 

desigualdad. Sin embargo si se permite que \x\ crezca sin cota, entonces el 

valor de \/x 2 — a 2 se acerca cada vez mds al valor de |x|, y el valor de 

b b 

-\/x 2 — a 2 se acerca cada vez mas a - \x\. De hecho se tiene 

a ' a 1 1 


1*1 - - -v/x 2 - a 2 = - (|x| 
1 1 a a Vl 1 


\\x\ + Vx 2 — a 2 / 


b(x — x 2 + a) 
a(\x\ + Vx 2 - a 2 ) 


_ _ ab 

|x| + Vx 2 — a 2 

que puede hacerse tan pequeno como se quiera tomando \x\ suficientemente 
grande. 

Como se muestra en la Figura 4-18 se tiene tambien 


— - Vx 2 — a 2 > — -\x\ 
a a ' 1 


para todos los reales para los cuales estdn definidos ambos miembros de la 

. , b 7 _ 

desigualdad. Si \x\ aumenta sin cota entonces el valor de — - Vx 2 — a 2 se 

b ^ 

acerca mas y mas al valor de — - |x|. 


Por lo tanto,a medida que |x| crece sin cota, el valor de \y\ para la 

hiperbola se acerca mds y mds a - |x|, las ramas de la hiperbola se 

b 

aproximan mds y mds a las rectas cuyas ecuaciones son y = ~x, y 
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y = — “ x, respectivamente. Estas rectas reciben el nombre de asintotas de la 


hiperbola. 

Con mds generalidad, siempre que una curva se acerca de esta forma a 
una o mas rectas se dice que las rectas son asintotas de la curva. Se discutird el 
concepto de asintotas con mds detalle en el Capitulo 6. 

Las intersecciones con los ejes y las asintotas do una hiperbola, asi como las 
consideraciones de simetria, son utiles al trazar esquemas de una hiperbola. 
Como se muestra en la Figura 4-19 la longitud del eje transversal de una 
hiperbola cuya ecuacion es 


es 2a. 



o 



= 1 


El segmento de recta que pasa por el centro de una hiperbola, que es 
perpendicular al eje principal, y cuyos extremos estdn a una distancia 6, 
donde b 2 = c 2 — a 2 , del centro se llama eje conjugado de la hiperbola. Por 
lo tanto la longitud del eje conjugado (W]W 2 en l a Figura 4-19) es 
2b. 



Figura 4—19 
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Una manera rdpida de trazar un esquema de una hiperbola de uno de los 
tipos que se muestran en la Figura 4-19 es construir un rectdngulo con centro 
en el origen y cuyos lados tienen longitudes 2a y 2 b, en el cual los lados de 
longitud 2 a son paralelos al eje principal de la hiperbola. Las diagonales del 
rectdngulo son entonces segmentos de las asintotas de la hip6rbola, y los 
puntos medios de los lados de longitud 2b son los vertices de la hiperbola. 


Ejemplo 1 Trace un esquema de la grdfica de 


— = 1 empleando 


las asintotas, las intersecciones con los ej ei y argumentos de 
simetna. 

So/ucidn: Observese primero que la grafica es una hiperbola 



con eje principal sobre el eje x , y que a = 2 y b = 3. 
Entonces las asintotas son las rectas cuyas ecuaciones son 
y = ixy y = -%x. 

Si se sustituye a y por 0 en la ecuacion dada, se ve que las 
intersecciones con el eje jc son 2 y -2. Esta hiperbola no tiene 
intersecciones con el eje y. 

Si se sustituye a jc por 3 o -3 se obtiene que y = dbf\/5. 
Por lo tanto los puntos (3, f\/5), (3, -f\/5), (~3,|V3), y 
(—3, —fv/5) estan sobre la grdfica. Empleando estos hechos 
se obtiene la grafica que se muestra. 


Ejercicios 4—5 

En los Ejercicios 1—8,obtenga la ecuacidn de la hipdrbola cuyos focos F, y 
F 2 y cuyos vertices V, y V 2 se dan. Trace una grdfica de la ecuacibn. 

1. F,(5, 0), F 2 (—5, 0); VjO, 0), V 2 (-3, 0) 

2. F^, 0), F 2 (—5, 0); y x (4, 0), V 2 (-4, 0) 
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3. FiCv/13, 0), F 2 (—VT3,0); VjO, 0), V 2 (-3, 0) 

4. FjCv/5, 0), F 2 (-V5, 0); V x (\/3, 0), V 2 (-V5, 0) 

5. F,(0, 5), F 2 (0, -5); V,(0, 4), V 2 (0, -4) 

6. F»(0, 5), F 2 (0, -5); V^O, 3), V 2 (0, -3) 

7. F,(0, V7), F 2 (0, -VlhVyiO, Vl),V 2 (0, -v / 3)_ 

8 . F,(0, V2 1), F 2 (0, -V21); V^O, VS), V 2 (0, - \/5) 

En los Ejercicios 9—12,obtenga la ecuacibn de la hipbrbola con centro en el 
origen, para la cual se dan las longitudes de los ejes conjugado y transversal, 
y cuyos ejes principales se especifica. 


Ejemp/o. 2 a = 8, 2 b = 10; eje x 

Soiucion: $ e tiene 

2a — 8, a = 4; 
y 2b = 10, b = 5. 

Por lo tanto una ecuacion de la hiperbola es 

2 2 

• v _ y- = i 
16 25 

9. 2a = 10, 2b = 8; eje x 

10. 2a - 14, 2b = 6; ejex 

11 . 2a = 26,2b = 10; eje y 

12 . 2a = 2n/7, 2b = 4;eje.y 

En los Ejercicios 13—20,calcule las coordenadas de los vertices y los focos de 
la hiperbola cuya ecuacibn se da. Obtenga las ecuaciones de las asfntotas y 
trace un esquema de la hiperbola. 


13. 


25 


14. 


25 


15. 


JC“ 

IT 





9 



9 



En los Ejercicios 21 — 26,obtenga una ecuaci6n cartesiana de la hipbrbola con 
centro en el origen y que satisface las condiciones dadas. 

21 . Focos en F^4, 0) y F >(—4, 0); pasa por S(14, 24). 

22. Focos en Fi(0, 4) y F 2 (0, —4); una de sus asintotas tiene la ecuacion 

3 y = a*. 

23. Eje principal sobre el eje x ; pasa por los puntos S(2, 1) y T(4, 3). 

24. Eje principal sobre el eje x ; pasa por los puntos S(3, 1) y T(9, 5). 
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* 25. Eje principal sobre el eje j/; un extremo del eje conjugado es Wi(3, 0); un 

vertice esta sobre el punto medio del segmento que une al centro cdn un 
foco. 

* 26. Eje principal sobre el eje y; un foco en F^O, 4); c — 3 a. 


La longitud del segmento que es per¬ 
pendicular al eje principal de una hi¬ 
perbola, que contiene a los focos de 
dicha hiperbola y cuyos extremos es- 
tan sobre ella se llama el ancho focal 
de la hiperbola. El segmento se llama 
lado recto de la hiperbola. 



* 27. Obtenga una ecuacion cartesiana de la hiperbola 3C cuyo centro esta en el 

origen, y ancho focal es 36 y uno de cuyos focos estd en F 2 (~ 12, 0). 

* 28. Demuestre que la hiperbola 3C y la elipse £ cuyas ecuaciones son 

3x 2 — y 2 — 12 y 9x 2 + 25^ 2 = 225 respectivamente tienen los mismos 
focos. 

* 29. Demuestre que el ancho focal de la hiperbola cuya ecuacion es 



a 



* 30. Demuestre que el ancho focal de la hiperbola 3C cuya ecuacion es 



es 2 bVe 2 — 1 , dondee = 


c 

a * 


* 31 . Sea 3C el conjunto de todos los puntos 
U tales que el cociente de la distancia 
U que los separa del punto F^ue, 0) 
(vease en Ejercicios 30) y la distancia 

U que los separa de la recta £>i cuya 
a 

ecuacion es x — ~ es igual a e. 
e 

Demuestre que 3C es la hiperbola 
cuya ecuacion es 


siempre y cuando e > 1 y b 2 ~ 
a 2 (e 2 — 1). 
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* 32. Demuestre que una ecuacion cartesiana de la hiperbola cuyos focos son 
Fi(0, c) y F 2 (0, — c); y cuya diferencia de distancias es 2a, 0 < a < c, 
es 

,,2 v 2 

= 1 , 


a 


x 

V 2 


2 - c 2 - a 2 >0. 


33. 


donde b 

Demuestre que si x 2 > *1 > 0 y y 2 > y\ > 0, entonces 


2 2 

' 2 2 
*1 H 


x| 


y\ 


= o 


es una ecuacion de una hiperbola que pasa por S(xi,,j>i) y T(x 2 ,j> 2 ). 
* 34. Trace la graficade la ecuacion que se mencionaen el Ejercicio33enelcaso 
(xu yi) = (0, 0), pero con ( x 2 , y 2 ) ^ (0, 0). 


En los Ejercicios 35—38,emplee la definicion de hip6rbola para obtener una 
ecuacibn cartesiana de la hipbrbola 3C cuyos focos son F, y F 2 y cuya 
diferencia de distancias tiene el valor absoluto dado. 

* 35. F^, 1), F 2 (—3, 1); 2a = 2 * 37. Fx(4, 1), F 2 (-4, 1); 2a = 4 

* 36. F i(4, 4), F 2 (4, -4); 2a = 6 * 38. F^, 0), F 2 (2, 10); 2a = 8 


Otra definici6n de las secciones cdnicas 

4-6 Propiedades del foco y la directnz 

A1 principio del capitulo se definio la pardbola en terminos de las distancias 
que separan a cada punto de la curva de un punto fijo (el foco) y de una recta 
dada (la directriz). Por otra parte se definieron la elipse y la hiperbola en 
terminos de la suma y diferencia, respectivamente, de las distancias que 
separan cada punto de la curva de dos puntos fijos (los focos). Es posible 
tambien definir la elipse y la hiperbola en terminos de distancias a un punto y 
una recta fijos, tal como se hizo en el caso de la pardbola. 

Considerese la elipse con centro en el origen, un foco en F x (c, 0), y un 
vertice en \i(a, 0), 0 < c < a, como se muestra en la Figura 4-20. La 
distancia c/(U, Fx) de cada punto U(x, y) de la elipse al foco Fi estd dada 
por 

rfCU.FO = vT* - C)2 +y2. (1) 

Debi'do a la Ecuacion (4), pagina 139, las coordenadas de cada punto U de la 
elipse debe satisfacer 

aV (x — c) 2 + y 2 — a 2 — cx, 


o 


y/(x — c ) 2 + y 2 = a — ^ x. 


(2) 
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d( U.Fx) = a - C -x, 

de donde se obtiene 

^(U.FO - C ~ (3) 

a 2 

Notese ahora que — > a > x, puesto que a > c > 0 y x < a para 

a 2 , 

cada punto U(x, y) de la elipse. Por lo tanto — — x > 0, y segun esto el 
2 ^ 
factor — — x que aparece en el segundo miembro de la Ecuacion (3) es 


precisamente la distancia c/(U, 33 1 ) que separa al punto U(x, y) de la elipse de 

a 2 

la recta 1 ) r cuya ecuacion es x = —. Es decir la ecuacidn (3) se puede 
escribir en la forma 

rf(U,F,) = ^(U.JDO. (4) 

c 

El cociente - recibe el nombre de excentricidad de la elipse, y se 


acostumbra denotarla mediante el simbolo e. Observese que 


0 < e < 1 

Q 

puesto que.O < c < a. Sustituyendo a e por - en la Ecuacion (4) 

d{ U, Fi) a 

d( U,SD0 


(5) 


Puesto que este desarrollo es reversible, paso a paso, se sigue que se puede 
definir una elipse como el lugar geometrico de todos los puntos del piano tales 
que el cociente de las distancias que separan a cada punto sobre el lugar 
geometrico de un punto dado (el foco) y de una recta dada (la directriz) es una 
constante e, con 0 < e < 1. 


Ejempio 7 . Obtenga una ecuacion de la elipse £ cuyo centro es 0(0, 0), 
uno de cuyos focos es Fi(3,0), y cuya excentricidad es 
e = §' Obtenga tambien una ecuacion de la directriz SD X . 
asociada a este foco. 
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So/ucion: De | a informacion dada c = 3. Entonces como e — - = 7 » 

.. a ^ 

se tiene 

- = V 0 blen a = v 
a J 2 

Ahora como para una elipse los valores de a, b y c estan 
relacionados por 

a 2 = 6 2 + c 2 , 

se tiene 

b 2 = a 2 - c 2 = 4 1 - - 9 = 


Por lo tanto como a~ — (f) 


2 = f4h 2 — ? una ecuacion de 8 es 


*1 + = , 

81 I 45 1 J 

4 


o bien 


4^+4/= j 

81 ^ 45 


Sustituyendo los valores de a 2 y c en la ecuacion 


a 

x = — ’ 
c 


se obtiene 
o sea 


x = 


_81_ 

4 


— 27. 


que es la ecuacion de la directriz £)i. 

Una elipse con centro en 0(0,0), un foco en Fi(c, 0), y un vertice en 
Vi(a, 0) tiene tambien un foco en F 2 (—c, 0). Empleando este foco como se 
indica en la Figura 4-21, se puede demostrar (vease el Ejercicio 32, pagina 


Figura 4—21 


s> 2 ! 

y , 



Q-j 


U( v. v) 


Vj(- 

a,0)f 

F ,(c. 0)\ 



\F 2 (-c,0) O 


X 

_.! 

'■ 1 

I 

l 

i 


X 

II 

*1* 


2 

160) que la recta £> 2 cuya ecuacion es x — — — es tambien una directriz de 

c 


la elipse, es decir se puede demostrar que para cada punto U(x, y) sobre la 
elipse se tiene 
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d(U, F 2 ) 

d( u,sd“ 2 ) e - 

Esto indica que toda elipse tiene dos focos y dos directrices, estando cada 
directriz asociada con un foco. 

' Empleando la Figura 4-22 se puede demostrar (Ejercicio 33, pagina 160) 
por un metodo analogo al empleado anteriormente en el caso de la elipse, que 
para una hiperbola con centro en el origen, foco en Fx(c, 0), y un vertice en 
\i(a, 0), 0 < a < c, el cociente de las distancias que separan a un punto 


Figura 4—22 



U(;t, y) de la hiperbola del foco F x (c, 0) y de la recta 3D x cuya ecuacion es 

x — — esta nuevamente dado por la Ecuacion (5), pagina 154. Si se sustituye 
C n 

cl a 

a la recta 3D i por la recta 3D 2 cuya ecuacion es x = — —, y al foco F x (c, 0) 

por el foco F 2 (—c, 0), entonces la ecuacion es todavia v&lida (Ejercicios 34, 
pagina 160). Es decir se tiene 


d(U, FQ = d(V, F 2 ) = 

d{ U,3D 2 ) * c 

Claro esta que en el caso de la hiperbola, como c>a>0ye = -,se tiene 

w 1 Cl 

e > 1. 

En resumen se han establecido los hechos siguientes, que se ilustran en el 
siguiente diagrama: 

| Para una recta dada 3D y un punto fijo F que no este sobre 3D, el 
lugar geometrico de los puntos U del 
piano tales que el cociente de las 
distacias de U a F y a 3D es una 
constante, e, es 

(a) Una elipse si 0 < e < 1, 

(b) una parabola si e — 1 y 

(c) una hiperbola si e > 1. 
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a 



(a) 


Figura 4—23 


(b) 


En todos los casos la constante e se llama excentricidad de la conica. 

Como se muestra en la Figura 4-23 la forma de una elipse estd 

c 

relacionada con su excentricidad. Si la excentricidad, e — - , es cercana a 0, 

a 

entonces c, o sea d( O, Fes muy pequeno comparado con a, y b es casi igual 
a a. Por lo tanto la elipse es casi circular (Figura 4-23(a)). De hecho se dice 
que una circunferencia tiene excentricidad cero. Si la excentricidad de una 
elipse es cercana a 1, entonces c es casi igual a a, y b es muy pequeno. En este 
caso el ancho focal (pagina 142) es pequeno y la elipse es alargada (Figura 
4—23 (b)). Todas las elipses que tienen la misma excentricidad son semejantes 
(Ejercicio 28, pagina 159); es decir tienen la misma forma y una de ellas es 
simplemente una reduccion o ampliacion de cualquier otra. 

La forma de una hiperbola tambien esta relacionada con su excentricidad. 

c 

Como se ve en la Figura 4-24 (a) si la excentricidad e = , es ligeramente 

mayor que 1 entonces c es casi igual a a, y b es muy pequeno. Por consiguiente 
el ancho focal es pequeno y la hiperbola es “delgada”. Si la excentricidad es 
grande (Figura 4-24 (b)), entonces (respecto a c) a es pequeno, y b es casi 
igual a c. Por consiguiente, el ancho focal es grande y la hiperbola es “ancha”. 
Todas las hiperbolas que tienen la misma excentricidad son semejantes 
(Ejercicio 29, pagina 159). 


Ejercicios 4 — 6 


1. Obtenga la ecuacion de la elipse 8 cuyos focos son F^, 0) y F 2 ( —4, 0), 
y cuya excentricidad es e = f. 

2. Obtenga la ecuacion de la elipse 8 con vertices en Vi(5, 0) y V 2 (—5, 0), y 
cuya excentricidad es e = §. 
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3. Obtenga la ecuacion de la elipse 8 con centro en el origen, uno de cuyos 
focos esFj(3, 0), y para la cual la directriz 33 x asociada a este foco tiene la 
ecuacion x = ^ 6 -. 

4. Obtenga la ecuacion de la elipse 8 con centro en el origen, para la cual 
uno de los extremos del eje mayor estd en Vi(0, 13), y una de cuyas 
directrices es la recta 33 x que tiene la ecuacion y — ~xi~. 

5. Obtenga la ecuacion de la elipse 8, con focos F x (5, 0) y F 2 (—5, 0), y 
cuya excentricidad es e — 

6. Obtenga la ecuacion de la elipse 8 cuyos vertices son Vi(4,0) y 

V 2 (— 4, 0), y cuya excentricidad es e = 

7. Obtenga la ecuacion de la hiperbola 3C cuyos focos son F x (3,0) y 

F 2 (—3, o), y cuya excentricidad es e = f. 

8. Obtenga la ecuacion de la hiperbola 3C cuyos focos son F^O, 2) y 

F 2 (0, —2), y cuya excentricidad es e = 3. 

9. Obtenga la ecuacion de la hiperbola 3C cuyo centro estd en el origen, uno 
de cuyos focos es F x (4, 0), y para la cual la directriz asociada es la recta 33 1 
cuya ecuacion es x = f . 

10. Obtenga la ecuacion de la hiperbola 3C cuyo centro estd en el origen, unp 
de cuyos vertices es Vi(4, 0), y tal que la directriz asociada 33 x es la recta 
cuya ecuacion es x = ^ 6 -. 

11 . Obtenga la ecuacion de la hiperbola 3C una de cuyas directrices es la recta 
cuya ecuacion es x = \ y cuyas asintotas son las rectas cuyas ecuaciones 
son y = ±3x. 

12. Obtenga la ecuacion de la hiperbola 3C una de cuyas directrices es la recta 
euva ecuacion es y = 2 y cuyas asintotas son las rectas dadas por 
y = dtx. 

13. Si a = ft en la ecuacion de una hiperbola con centro en el origen y con 
focos sobre los ejes coordenados, entonces la curva es una hiperbola 
cquilatera. Diga cual es la excentricidad de una hiperbola equilatera. 

14. Demuestre que las asintotas de una hiperbola equilatera (Vease el 
Ejercicio 13) son perpendiculares. 
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15. Calcule la excentricidad de una elipse si la recta que contiene a un 
extremo del eje menor y a un foco es perpendicular a la recta que contiene 
al mismo extremo del eje menor y al otro foco. 

16. Demuestre que si p es la distancia que separa a un foco de la directriz 

b 2 

correspondiente entonces p = — . 


*17. Demuestre que si p es la distancia que sep&ra a un foco de la 
correspondiente directriz de una elipse, entonces la Jongitud del eje mayor 
2 ep 

CS (T- e 2 ) * 

* 18. Demuestre que si p es la distancia que separa a un foco a la 
correspondiente directriz de una hiperbola, entonces \i longitud del eje 


transversal es 


2 ep 

(e 2 - 1 ) ’ 


*19. Las asintotas de una hiperbola cuyo eje transversal es( horizontal tienen 
pendientes d=m, respectivamente, con m > 0. Exprese la excentricidad de 
la hiperbola en terminos de m. 

* 20. Demuestre que para una elipse 8 cuya ecuacion es 

S + p=i <■«>*) 

las longitudes de los segmentos que unen a los focos con un punto 
U(x, y) de 8 son a ± ex. 

* 21 . Demuestre que para la hiperbola X cuya ecuacion es 



las longitudes de los segmentos que unen a un punto U(x, y ) de X con los 
focos son \ex =L a\. 

* 22 . Obtenga una ecuacion de la hiperbola X cuyos focos son Fx(6, 1) y 

F 2 (—4, 1), cuya excentricidad es e = f. 

* 23. Obtenga una ecuacion de la hiperbola X cuyos vertices son V^, 1) y 

V 2 (—4, 1), y cuya excentricidad es e = f. 

* 24. Obtenga una ecuacion de la hiperbola X con centro en C(2, 3), uno de 

cuyos focos es Fi(6, 3), y para el cual la directriz asociada es la recta £>i 
cuya ecuacion es * = 3. 

* 25. Obtenga una ecuacion de la elipse con centro en C(2, 3), uno de cuyos 

focos esta en Fi(6, 3), y para el cual la directriz asociada es la recta 
cuya ecuacion es x == ^ 3 -. 

* 26. Diga cuales son las ecuaciones de las directrices de la hiperbola X cuya 

ecuacion es 

x 2 - y 2 + 4x + 4y - 48 = 0. 

* 27. Diga cuales son las ecuaciones de las directrices de la elipse 8 cuya. 


ecuacion es 

* 2 + 5y 2 + 6x - 40 y - 167 = 0. 
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28. Demuestre que todas las elipses con la misma excentricidad son semejan- 

x 2 y 2 x 2 y 2 

tes. (, Sugerencia: Demuestre que si las elipses “ 2+72 = 1 y T + 72 = * 

a\ b\ 02 02 

tienen la misma excentricidad y a 2 — ka x , entonces b 2 = kb x . Ahora 
demuestre que si Ui(x, y) esta sobre la primera elipse entonces U 2 (kx, ky) 
esta sobre la segunda elipse.) 

29. Demuestre que todas las hiperbolas con la misma excentricidad son 
semejantes. ( Sugerencia : Vease el Ejercicio 28.) 

30. Demuestre que todas las parabolas son semejantes. C Sugerencia : Para las 
parabolas y 2 = 4 p x x y y 2 = 4 p 2 x, demuestre que si Ui(x, 7 ) esta sobre 

/ p 2 p 2 \ 

la primera parabola entonces U 2 (— x, —y ) esta sobre la segunda). 

\P 1 P 1 / ' 

31. Demuestre que todas las circunferencias son semejantes. C Sugerencia : 
Vease el Ejercicio 30). 

32. Demuestre que para todos los puntos U(x, y) de la elipse con focos en 
F i(c, 0 ) y F 2 (-c, 0 ), y con vertices en V x ( a , 0 ) y V 2 (-tf, 0 ), se tiene 


d( U, F 2 ) _ 
rf(U,SD 2 ) e ’ 

c / ^ 

donde e = ~ y 3D 2 es la recta cuya ecuacion es x = — . 

ci c 

(Sugerencia: Vease el Ejercicio 20.) 

33. Demuestre que para todos los puntos U(x, y) de una hiperbola con focos 
en Fi(c, 0) y F 2 ( —c, 0), y con vertices en y x (a, 0) y V 2 (—a, 0),, se tiene 


d(U, FQ 

c a 2 

donde e = - y 30 1 es la recta cuya ecuacion es x — — . 

a J J c 

(Sugerencia: Vease el Ejercicio 21.) 

34. Demuestre que para todos los puntos U(x, y) de la hiperbola con focos en 
Fi(c,0) y F 2 ( —c, 0), y vertices en \ x ( a , 0) y V 2 (-fl, 0), se tiene 

d(U, Fg) = , 
d( U,33 2 ) 

c a 2 

donde e = ~ y J) 2 es la recta cuya ecuacion es x = — — . 


Resumen del capltulo 

1. Un lugar geometrico es un conjunto de puntos. Este conjunto se 
determina normalmente especificando las condiciones geometricas que 
deben cumplir los puntos del conjunto. 
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2. La ecuacion de un lugar geometrico es una ecuacion que queda satisfecha 
por las coordenadas de cada punto del lugar geometrico, pero que no es 
satisfecha por ningun otro punto. 

3. Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos del piano que estan 
a una distancia dada (el radio)de un punto dado (el centro). Una ecuacion 
de la circunferencia C se puede escribir de la forma 

(x - h ) 2 + (y- k ) 2 = r 2 , 

donde el punto C(/z, k) es el centro y r es el radio de e. Si se desarrollan 
los binomios, esta ecuacion se puede escribir en la forma 

x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 0, 
donde D, E y F son constantes. 

4. Una parabola es el conjunto de todos los puntqs del piano tales que cada 
punto del conjunto estd a la misma distancia de bn punto dado F (el foco) 
y de una recta dada £> que no pasa por F (la Sjrectriz). La recta que 
contiene el foco F y es perpendicular a la directriz ^ recibe el nombre de 
eje de la parabola. Una parabola es simetrica con res^ecto a su eje. 

5. La forma ordinaria de la ecuacion de una parabola con vertice en el origen 
y cuyo eje esta sobre el eje x o eje y es 

y 2 = 4px o bien x 2 = 4 py, 


respectivamente, donde p es la distancia dirigida del vertlice al foco. 

6. Una elipse es el conjunto de todos los puntos del piano tales que la suma 
de las distancias que separan a un punto del conjunto de dos puntos 
dados Fi y F 2 (los focos) es una constante dada mayor que d( F 1? F 2 ). La 
recta que pasa por los focos es el eje principal de la elipse, y el punto 
medio del segmento que une a los focos es el centro de la elipse. Los 
puntos de intersection de la elipse y el eje principal son los vertices de la 
elipse. El segmento que une a los vertices es el eje mayor de la elipse, y el 
segmento de recta que es perpendicular al eje mayor en su punto medio y 
cuyos extremos estdn sobre la elipse es el eje menor de la elipse. 

7. La forma ordinaria de una ecuacion de la elipse cuyo centro estd en el 
origen y cuyos focos estdn sobre el eje x o el eje y es 


x 


2 


a 2 



o 


r 

a 2 



respectivamente, donde a es la longitud de un semieje mayor y b = 
\/~a 2 ~L C 2 (donde c es la distancia del centro a un foco) es la longitud de 
un semieje menor. 

8. Una hiperbola es el conjunto de todos los puntos del piano tales que el 
valor absoluto de la diferencia de las distancias que separan a cualquier 
punto del conjunto de dos puntos dados Fi y F 2 (los focos) es una 
constante dada menor que ^(F 1? F 2 ). Las definiciones de los terminos 
eje principal, centro y vertices de una hiperbola son similares a las dadas 
para elipse (vease pagina 144). El segmento que une a los vertices es el eje 
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transversal de la hiperbola, y el segmento de longitud 2b (vease p&rrafo 9) 
que es perpendicular al eje transversal y lobisectaes el eje conjugado de la 
hiperbola. 

9- La forma ordinaria de la ecuacion de una hiperbola con centro en el 
origen y focos sobre el eje x o eje y es 




respectivamente, donde a es la longitud de un semieje transversal y 
b - \/c 2 ~a 2 (donde c es la distancia que separa al centro de un foco) 
es la longitud de un semieje conjugado. Las rectas cuyas ecuaciones son 


b a 

y = ±~x 6 y = ± -x, 
a b 

respectivamente, son las asintotas de la hiperbola. 

10. Las elipses, parabolas e hiperbolas se pueden describir como los lugares 
geometricos de los puntos tales que el cociente de las distancias que 
separan a cada punto del lugar geometrico de un punto dado (un foco) y 
de una recta dada (la directriz asociada al foco) es una constante, a saber, 
c 

- o e. La constante e recibe el nombre de excentricidad de la conica. El 
a 

lugar geometrico es una elipse, una pardbola o una hiperbola segun si 
0 < e < 1, e = 1, o e > 1. Se puede considerar que la excentricidad de 
una circunferencia es cero. Las elipses y las hiperbolas tienen dos focos y 
dos directrices; para una elipse o una hiperbola con centro en el origen y 

a 2 

tocos sobre el eje jc las ecuaciones de las directrices son x = — y 

a 2 . c 

x — — —. Una parabola tiene solo un foco y solo una directriz. 

11 • Si la excentricidad e de una elipse es cercana a 0, entonces la elipse es casi 
circular; si e es cercana a 1 (pero es menor que 1) entonces la elipse es 
relativamente alargada y delgada. Si la excentricidad de una hiperbola es 
cercana a 1 (pero es mayor que 1) entonces el ancho focal de la hiperbola 
es relativamente pequeno; si e es grande el ancho focal es grande. Todas 
las parabolas son semejantes y todas las circunferencias son semejantes. 
Todas las elipses de la misma excentricidad son semejantes y todas las 
hiperbolas de la misma excentricidad son semejantes. 


Ejercicios de repaso del capltulo 

1. Obtenga la ecuacion del lugar geometrico de todos los puntos del piano 
que son equidistantes de S(2, 5) y T(—2, —3). 

2. Obtenga la ecuacion del lugar geometrico de todos los puntos del piano 
tales que el segmento de recta que une a cualquier punto del lugar 
geometrico con S(l, 5) es perpendicular al segmento que une al punto con 
T(7, “3). 
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3. Obtenga una ecuacion del lugar geometrico de todos los puntos del piano 
tales que la pendiente de la recta que pasa por cualquier punto del lugar 
geometrico y por S(4, 5) es la mitad de la pendiente de la recta que pasa 
por el punto y por T(—2, —3). 

4 . Obtenga la ecuacion de una circunferencia de radio 7 y centro en 
' C(—1, —3). 

5. Calcule las coordenadas del centro y el radio de la circunferencia cuya 
ecuacion es 

* 2 + y 2 - 6x + Sy + 12 = 0. 

6 . Obtenga la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos 
Q(0,-2), S(7,-3), y T(8,4). 

7. Obtenga la ecuacion de la circunferencia con centro en S(4, — 3) y que es 
tangente a la recta cuya ecuacion es x — y — 0. 

8 . Obtenga la ecuacion de la parabola con vertice en el origen y cuyo foco es 
F(—2, 0). 

9. Obtenga una ecuacion de la par&bola con foco en F(0, — 5) y cuya 
directriz es la recta 3D cuya ecuacion es y = 3. 

10. Calcule las coordenadas del foco, y obtenga una ecuacion de la directriz 
de la parabola con vertice en el origen y que pasa por los puntos 
S(—3, —4) y T(3, —4). 

11 . Obtenga una ecuacion de la parabola con foco en F(2, 3) y cuya ecuacion 
de la directriz 3) es x = —6. 

12. Obtenga una ecuacion de la forma y — ax 2 + bx + c de la pardbola que 
pasa por los puntos Q(l, 0), S(0, —7), y T( —4, 5). 

13. Obtenga una ecuacion de la elipse con centro en el origen, uno de cuyos 
focos esFi(5, 0), y uno de cuyos vertices es Vi(13, 0). 

14. Obtenga una ecuacion de la elipse con centro en el origen, con eje 
principal sobre el eje y, a = v 5, y b = 2. Calcule cuales son las 
coordenadas de los focos y determine la excentricidad. 

15. Encuentre las coordenadas de los focos y de los vertices de la elipse cuya 
ecuacion es 

25x 2 + 9y 2 - 225. 

16. Obtenga una ecuacion de la hiperbola con centro en el origen, uno de 
cuyos focos es F^U, 0), y uno de cuyos vertices es V^5, 0). 

17. Obtenga una ecuacion de la hiperbola con centro en el origen, con eje 
principal sobre el eje y, cuyo eje transversal tiene longitud 6 y el eje‘ 
conjugado tiene longitud 8. 

18. Encuentre las coordenadas de los vertices y los focos de la hiperbola dada 
por la ecuacion es 


obtenga tambien las ecuaciones de las asiritotas. 

19. Obtenga una ecuacion de la elipse con vertices en Vi(5, 0) y V 2 (— 5, 0) 
cuya excentricidad es e = f. 
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20 . Obtenga las ecuaciones de las directrices de la elipse dada por la ecuacidn 


21 . Obtenga una ecuacion de la elipse con focos en Fx(7, 0) y F 2 (—3,0), y 
cuya excentricidad es e — f. 

22 . Obtenga una ecuacion de la hiperbola con vertices en Vi(0,6) y 
V 2 (0, —6), y cuya excentricidad es e — §. 

23 . Obtenga una ecuacion de la hiperbola con centro en el origen, uno de sus 
focos es Fj(0, 10),y para la cual la directriz correspondiente es la recta Dj 
dada por la ecuacion y = f. 

24 . Obtenga una ecuacion de la hiperbola que tiene a la recta x = 1 como 
directriz, y a las rectas y = dh^x como asintotas. 


Esferas de Dandelin 


Es sorprendente, a pesar de que los antiguos griegos conocfan bien 
muchas propiedades de las secciones cdnicas, no fue sino hasta 1822 cuando 
se conocieron las elegantes configuraciones geomdtricas siguientes (vdase 
Figura 4, pSgina 166). Estas fueron descublertas por dos matem^ticos belgas, 

Lambert Adolphe Jacques Quetelet (1796—1874) y Germinal Pierre Dandelin 
(1794-1847). 

Como observacidn preliminar nbtese que para un punto 0 (Figura 1) que 
estd fuera de la esfera S, las rectas que pasan por 0 y son tangentes a S son 
las generatrices 


Figura 1 



de un cono circular recto X, cuyo vdrtice es 0. N6tese tambten que los 
puntos de tangencia T forman una circunferencia C en un piano perpendicu¬ 
lar al eje & del cono, y que la longitud d{0, T) es la misma para todos los 
puntos T de 6. 

Para dos esferas Si y S 2 (figura 2) tangentes a X en las circunferencias Ci 
y e 2 una generatriz de X toca a Gy y C 2 en los puntos 7) y T 2 respectivamente. 
La parte del cono que estd entre dos pianos paralelos que lo cortan recibe el 
nombre de tronco. La distancia d(T } , T 2 ) es la misma para todas las genera¬ 
trices de3C, ya sea que las esferas Si y S 2 esten en la misma rama del cono 
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3C, (Figura 2(a) o no (Figura 2(b)). Se denotard a esta distancia constante 
mediante el simbolo2a.Entonces 2 a es la altura inclinada del tronco del cono 
X cuyas bases est£n acotadas por (3i y e 2 

Sea ahora X (Figura 3) un cono circular recto con vdrtice en V y cuyas 
generatrices forman un Angulo <*, con el eje d del cono X. Sea CP un piano 

0 < m R (a) < ^, 

construido en tal forma que corte al eje y corte s6lo una rama 3^1 del cono, 
formando una curva cerrada como se muestra a continuacidn. Sea 8 la curva 
formada por la interseccion de (P y X. Se demostrarS por comparacidn directa 
que 8 es una elipse. 



Figura 3 
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Sea S, (figura 3) una esfera muy pequena cuya circunferencia de 
contacto C] este del mismo lado de (P que el vertice de 3C,y sea S 2 una gran 
esfera cuya circunferencia de contacto e 2 este en el lado opuesto de <?. 
Imaginese ahorajque Si se expande y s 2 se contrae hasta que tocan a (Pen 
los puntos F } y F 7 , respectivamente (Figura 4, p£gina 166). En esta posicion 
final las esferas y S 2 reciben el nombre de esferas de Dandelin. 

Supongase que Si y S 2 son esferas de Dandelin y (como se muestra en la 
Figura 4) seanc^ y (P 2 los pianos determinados por (2i y e 2 Sean (Pi y tf^las 
intersecciones de 3)i y S) 2 , con <p respectivamente. 

Para cada punto U de S, Sean A y B los puntos en que la generatriz de X 
que pasa por U intersecta a (B f y e 2 respectivamente. Puesto que las rectas 
UF] y UA son tangentes a §> h y las rectas UF 2 y UB son tangentes a S 2 se 
tiene 
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d{U.Fy) = d(U.A) 

o sea 

d(U. F 2 ) = d(U. B). 

Sumando se obtiene 

d(U, Fy) + d(U. F 2 ) = d(U, A) + d(U , B) = d(A, B). 

Esto se puede escribir en la forma 

d(U,F } ) + d(U.F 2 ) = 2a, (1) 

donde 2a = c/(A £) es la altura inclinada del tronco del cono3€,cuyas bases 
estSn acotadas por e, y e 2 . Adem^s para cualquier punto /? de (pdentro de g 
se tlene 

d(R, Fy) + d(R. F 2 ) < la, 
y para cualquier punto S de (P fuera de £ se tiene 

d(S, Fy) + d(S, F 2 ) > 2a. 

* 

como se ve en las Figuras 5(a) y 5(b). Por lo tanto 8 es el 



lugar geometrico de todos los puntos de (P que satisfacen la Ecuacidn (1). 
Entonces por definicion (p^gina 137) 8 es una elipse con focos F } y F 2 . La 
relacion expresada por la Ecuacion (1) da una interpretacidn geom^trica de la 
constante 2 a que aparece en la definicion de una elipse; a saber, 2a es la 
altura inclinada del tronco. 

Sea el punto C en la Figura 4 la base de la perpendicular al piano que pasa 
por U, y sea D la base de la perpendicular a la recta 3 l>i que pasa por C. Puesto 
que UC es perpendicular al piano (P ]r es paralela al eje . Entonces el Angulo 
entre UC y UA es igual a a , que es el cingulo entre el eje y el cono. Por lo 
tanto en el triangulo AUC se tiene 


COS a 

o bien, como d(U, A) = d{U, F\), 


d(U. C) 
d(U.A) ' 


cos a 


d(U. C) 
d{U. Fy) ■ 


Sea 13 el angulo que forma <P con e! eje. Del triangulo UDC se tiene 


cos ft = 


d(u: c) 

d{U, D) 
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o bien como d{U, D) = d(U. £>]), 


Por lo tanto 


COS P = 


d{U, C) 
d(U. ©,) • 


d(U. F x ) d(U: F x )/d(U, C) 
d(U . 30,) ” d(U.£> x )/d{U.C) 


1/cos a 
1/cos P 

COS P 
cos a ' 


Segun esto se tiene 
donde e, definida por 


d{U.F x ) = e[t/(</.©,)]. 


cos p 

e =-, 

cos a 


tiene el mismo valor oara los puntos U da 8. Esto quiere decir que £>ies la 
directriz de la elipse 8 asociada con el foco F x , y e es la excentricidad de 8. 
Un argumento similar muestra que £> 2 es la directriz asociada al foco F 2 . 

Puesto que 
se tiene 

y por lo tanto 


es decir 


En la Figura 4 de la p£gina 166 consid^rese que el cono X permanece fijo 
pero que el piano <p gira hacia una posicidn horizontal, de modo que m R (P )se 

7T 

acerque a ~ (tomando como eje de rotacidn a la recta horizontal en <p que 

intersecta al eje a del cono). ^Resulta evidente que a medida que las esferas 
Si y S 2 Y los pianos (p 1 y (p 2 ,se ajustan apropiadamente, las directrices 3Diy 3D 2 
se alejan indefinidamente, y que los focos F } y F 2 se acercan a un punto 
comun? En la posicion Ifmite <P es paralela a (P, y (P 2 . y 8 se convierte en una 
circunferencia. La circunferencia no tiene directrices. Puesto que ahora 

m*(P) = - , y cos - = 0, para la circunferencia se tiene 



COS a 


0 < m*(a) < m R {p) < - 


1 > COS a > COS p > 0, 


n COS p 

0 < - < 1 , 

COS a 


0 < e < 1. 
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En la otra direccion conskterese que m R (l3) se acerca a m R (a), tom^ndose 
el mismo eje de rotacion. Entonces S 2 se aleja cada vez m£s. En la posicidn 
limite S 2 desaparece F 2 y £> 2 desaparecen tambten. Ahora (P es paralelo a 
la generatriz de X, y la interseccion de (P y el cono es una parabola. Puesto 
que ahora /?7 r (/3) = m*(a). y cos $ = cos a, para la parabola se tiene 

cos 13 

e = - = 1. 

cos a 

A medida que (P gira aun mSs, con m*(ot) > m*((3) > 0, (P intersecta a 
la otra rama 0l 2 , del cono X. y un argumento anSlogo al anterior para ef 
caso de la elipse muestra que la interseccidn de (P con X es una hiperbola. 

Puesto que ahora - > m*(oc) > > 0, y 0 < cos a < cos 0 < 1, para 

la hiperbola se tiene CQS q 

e =- - > 1. 

cos a 

Como ejercicio se recomienda trazar y discutir figuras an£logas a la Figura 
4 para la circunferencia, parabola e hiperbola. Pueden considerarse tambten 
figuras correspondientes a varias secciones cdnicas degeneradas; en particu¬ 
lar para el caso de dos rectas paralelas se puede mantener a Si fijo y permitir 
que el vertice X se aleje indefinidamente. 
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Se pueden emplear traslaciones y rotaciones de ejes 
para simplificar la identificacidn de las ecuaciones y 
trazo de gr&ficas de secciones cdnicas que no estdn en 
posiciones ordinarias. En este capftulo se estudiardn 
estos dos temas, y las tangentes a las secciones 

cdnicas. 




Si 


Transformaciones de 
Coordenadas 

Traslaciones y rotaciones 


5—1 Traslaci6nes de ejes 


En varios tipos de problemas matematicos se puede aclarar el planteamiento 
de un problema, o se pueden simplificar 
algunos calculos, si se cambia la colocacion 
de los ejes de coordenadas. Un cambio tal 
de colocacion es una transformation de 
coordenadas . En este capitulo se estudia- 
ran dos tipos basicos de transformaciones 
de coordenadas: las traslaciones y las 
rotaciones. 

En la Figura 5-1 se muestran dos 
pares de sistemas de coordenadas cartesia- 
nos en el piano, cuyos ejes correspondientes 
son paralelos y tienen los mismos sentidos. 

Se puede considerar que los ejes x f y y' son 
el resultado de “deslizar” los ejes x y y sobre el piano manteniendolos 
paralelos a sus posiciones originates hasta que el origen coincida con el punto 
cuyas coordenadas x y v son ( h , k). Este “deslizamiento” o traslacion de los 
ejes asigna a cada punto S (a, b ) del piano un nuevo par de coordenadas 
( a', b'). Como se muestra en la Figura 5 — 1 , se tiene a — a! + h y b — b' + k. 
Por lo tanto, las coordenadas x y v estan relacionadas con las coordenadas x' y 
' a traves de las ecuaciones 


y* 



.S(a,b) 

| («'.*') 


“ i 

b 

(*.*) 



1 

x' 

: 

6 


X 


Figura 5— 1 


x = x' + h, 

y = y + k. 


( 1 ) 


o bien 



( 2 ) 


Las Ecuaciones (1 y (2) se pueden emplear en el estudio de circunferencias 
cuyos centros no estan en el origen, asi como de parabolas, elipses e hiperbolas 
cuyos ejes sean paralelos a los ejes coordenados pero que esten colocadas en 
posiciones diferentes a las ordinarias que se estudiaron en el Capitulo 4. 
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Ejemplo 1. 

So/ucion: 


Una parabola tiene su vertice en V(3, 4) y su foco en F(3, 6). 
Obtenga una ecuacion cartesiana de esta par&bola. 


Se traza primero un diagrama que 
muestre los ejes de coordenadas y 
los puntos dados. Puesto que el 
vertice y el foco de una parabola 
estan sobre su eje, la parabola 
dada tiene a su eje sobre la recta 
cuya ecuacion es x = 3. 

Ahora tracemos un par de ejes 
de coordenadas, x' y y f , cuyo ori- 
gen este sobre el vertice V(3, 4) de 
la parabola. Una ecuacion de la 
parabola en las variables x y y es 
entonces 

;t' 2 = 4 py\ 

o puesto que 6 — 4 = 2 ~ p, 

x' 2 = 8/. (3) 



Es decir, los puntos de la pardbola 
son puntos con coordenadas x' y y' 
satisfacen esta ecuacion. 

Ahora, empleando las Ecuacio- 
nes (2) de la pagina 171, con 
h — 3 y k — 4, se obtiene una 
ecuacion de la parabola en las 
variables x y y sustituyendo los 
valores x’ = .x: — 3 y y* — y — 4 
en la Ecuacion (3). Esto indica que 
la ecuacion requerida es 
(x - 3) 2 = 8 (y - 4), 
o sea x 2 — 6x — Sy + 41 = 0. 



Cualquier ecuacion de la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (No siendo Ay C ambos 0) (4) 

tiene ordinariamente una grafica que es una circunferencia, o que es una 
parabola, elipse o hiperbola cuyo eje (principal) es paralelo a un eje de 
coordenadas. En algunos casos excepcionales la grdfica puede ser un punto, 
una recta, dos rectas paralelas, dos rectas que se intersectan o el conjunto 
vacio. 

Completando cuadrados en x y y , si tanto A como C son diferentes de 0, o 
bien en caso contrario, completando un cuadrado y combinando los terminos 
lineales y constantes restantes, y empleando las ecuaciones (2) de la p&gina 171 
resulta sencillo identificar y trazar la grafica de la curva que este representada 
por una ecuacion de la forma (4). 
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Ejemplo 2. 


Solucidn: 


Ejemplo 3. 


Solucidn: 


Obtenga una ecuacion en las variables x' y y f de la gr&fica de 
9x 2 - 4y 2 + 36a: - 24y - 36 = 0 

de tal manera que el centro de la grafica este sobre el origen en 
el sistema de coordenadas x' y y\ Haga su representacibn 
grafica. 


Completando cuadrados en x y y, y simplificando: 

9a : 2 + 36a: — 4 y 2 — 24 y — 36, 

9(a : 2 + 4x) - 4( 3 ; 2 + 6 y) = 36, 

9(a : 2 + 4a: + 4) — 4 (y 2 + 6y + 9) = 36 + 36 — 36, 
9(jc + 2) 2 -4 (y+ 3 ) 2 = 36. 


Dividiendo ambos miembros por 36, se obtiene 

(X + 2? 


C y ± 3) 2 

9 


1 , 


o sea 


[x - (~ 2 )] 2 


Ahora empleando las 
Ecuaciones (2) de la pagina 
171 con h — —2 y k = 
— 3, se puede escribir esta 
ultima ecuacion en termi- 
nos de las coordenadas y 
/• 




v' 2 

-9-= L 


En la figura se muestra la 
grafica correspondiente. 



Encuentre las coordenadas del vertice V y del foco F de la 
parabola dada por la ecuacion 

y 2 + 4x + 6y + 1 =0. 

Primero, completese a cuadrados en y , y simplifiquese: 

y 2 + 6y= -4x - 1, 
y 2 + 6y + 9 = — 4x —1+9, 

O + 3) 2 = -4x + 8, 

(y + 3) 2 = -4(x - 2), 

o bien 

I> - (-3)] 2 = -4(x - 2). 


(Continuci solucidn) 
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Ahora, empleese la Ecuacion (2) de la p&gina 171, con 
h = 2 y k = — 3 para obtener una ecuacion en x' y y\ en la 
forma ordinaria de la pardbola 

y' 2 - —4x'. 

En el sistema x'y'- esta es la ecuacion de una parabola cuyo 
vertice V tiene como coordenadas a (x', y') = (0, 0) y cuyo 
foco F tiene coordenadas (x', y') = (— 1, 0). 

Finalmente, empleese la Ecuacion (1) de la pagina 171, con 
h — 2 y k — — 3 para encontrar las coordenadas x y y del 
vertice y del foco: para el vertice V se tiene 

O, y) = (0 + 2, 0 + (-3)) = (2, -3), 
y para el foco F se tiene 

(x,y) - (-1 +2,0 + (-3)) = (1,-3). 

El proceso de completar cuadrados y simplificar las ecuaciones resultantes 
que se empleo en los Ejemplos 2 y 3 se puede aplicar a cualquier ecuacion de 
la forma (4). Siempre se puede tratar de obtener una ecuacion de una de las 
formas que se muestran en la siguiente tabla. (Esta tabla debe entenderse, 
pero no debe ser memorizada.) 


Tipo 

Ecuacion 

Grafica 

Centro 

Vertices 

Focos 

(i) 

r > 0 

a > b > 0 

(x - hy + (y- ky = r 2 

(x-hy (y-ky 
a 2 ' b 2 1 

(y-ky (x-hy 
a 2 + b 2 

Circunfe- 

rencia 

Elipse 

Elipse 

(h, k) 

(h, k) 

(h, k) 

Ch rfc a , k) 

(. It , k ± a) 

(. h ±.\/a* - b 2 , k) 

(hy k ±\/a 2 — b 2 ) 

(2) 

P 7 s 0 

(x — h ) 2 = 4 p{y — k ) 

(y - k ) 2 = 4 p(x - h) 

Parabola 

Parabola 

— 

(h, k) 

(lu k ) 

(h, k + p) 

(b+p,k) 

(3) 

a > 0 

b > 0 

(x - h ) 2 ( y - k ) 2 

a 2 " b 2 1 

(y - ky (x - i,y 
a 2 b 2 1 

Hiperbola 

Hiperbola 

(b, k) 

(b, k) 

(h ± a, k) 

(h, k ± a) 

(h ±y/a 2 + b 2 ,k) 

(by k rt y/ a 2 “b b 2 ) 


Sin embargo, en casos excepcionales, cuando se haya reducido la ecuacion 
de segundo grado a una forma que aparezca en el primer miembro de una 
ecuacion contenida en la tabla, no se podra expresar el segundo miembro en la 
forma que alii se muestra. 

Si en las ecuaciones del Tipo 1, en lugar de r 2 (con r > 0) o de 1 en el 
segundo miembro aparece una constante no positiva q, ocurre lo siguiente. Si 
q > 0, entonces la grafica es solamente el punto (/?, k ); y si q < 0, entonces 
la grafica es el conjunto vacio. 

Para las ecuaciones del Tipo 2, en lugar de 4 p(x — h) o 4 p(y — /c), con 
p ^ 0, en el segundo miembro, puede obtenerse nuevamente una constante q . 
Si q > 0, entonces la grafica son dos rectas (paralelas) horizontales, o dos 
rectas (paralelas) verticales. Si q — 0, entonces la grafica es una recta 
horizontal o una recta vertical; y si q < 0, entonces la grafica es 0. 
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Para las ecuaciones del Tipo 3, en lugar de 1 en el segundo miembro puede 
tenerse 0. La grafica es entonces un par de rectas que se intersecan. 

De la discusion anterior se llega a los siguientes hechos: 

■ La grafica de Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (donde A y C no 

son ambos 0) es una: 

1. Circunferencia , si A — C. En casos excepcionales, la gr&fica 
puede ser un punto o bien 0. 

2. Elipse, sxA^CyAyC tienen el mismo signo (AC > 0). En 
casos excepcionales la grafica puede ser un punto o 0. 

3. Parabola , Si A = 0 o bien C = 0. En casos excepcionales, la 
grafica puede ser un par de rectas paralelas, o una sola recta o 0. 

4. Hipcrbola , si A y C tienen signos contrarios (AC < 0). En 
casos excepcionales la grafca puede ser un par de rectas que se 
cortan. 

Los tipos de lugares geometricos que se mencionaron anteriormente reciben 
el nombre de secciones conicas, o conicas, puesto que resultan de la 
interseccion de un piano con un cono circular recto de dos ram^s. (Figuras 
5 - 2 y 5 - 3). 



Circunferencia 

Plano perpendicular al eje, 
corta a una rama. 


Elipse 

Plano oblicuo al eje corta 
a una rama 





Par&bola 

Plano paralelo a un elemento. 


Figura 5—2 


Hiperbola 

Plano que corta a ambas ramas. 
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Los casos excepcionales no vacios se obtienen cuando el piano pasa por el 
vertice del cono (Figura 5 - 3). (Para el caso de dos rectas paralelas hay que 
sustituir al cono por un cilindro circular recto, que se puede pensar es un cono 
cuyo vertice esta a una distancia infinita). Los lugares geometricos excepciona¬ 
les reciben el nombre de secciones conicas degeneradas. 



Punto 

Plano que corta solo en el vertice 



Una Recta 

Plano tangente a un elemento. 



Par de rectas que se cortan 


Par de rectas paralelas 



Plano que contiene al eje. 


Plano perpendicular a la base del cilindro. 

Figura 5—3 


Si se efectuan todas las simplificaciones y reducciones a forma ordinaria de 
las ecuaciones de la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx -f- Ey + F = 0 (con A y C no siendo ambos 0) 

se obtienen (Ejercicios 39—45, p&gina 172) los resultados que se resumen en la 
siguiente tabla, que debe servir como referenda, pero que nuevamente no debe 
memorizarse. 
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Tipo 

eliptico 

AC> 0 

A(4ACF - CD 2 - AE 2 ) < 0 

y! = C 

una circunferencia 

^ ^ c 

una elipse 

A(4ACE - CD 2 - AE 2 ) > 0 

el conjunto vacio 

4 ACE - CD 2 - AE 2 = 0 

un punto 

Tipo 

parabolico 

AC = 0 

A ^ 0 

C = 0 

0 

una parabola 

o 

II 

4AF - D 2 < 0 

dos rectas paralelas 

4 AE - D 2 = 0 

una recta 

4AF - D 2 > 0 

el conjunto vacio 

A = 0 

C^O 

D 5*0 

una parabola 

D = 0 

4CF - E 2 < 0 

dos rectas paralelas 

4 CF - E 2 = 0 

una recta 

4CF - E 2 > 0 

el conjunto vacio 

Tipo 

hiperbolico 

AC <0 

4 ACF - CD 2 - AE 2 ^ 0 

una hiperbola 

4 ACF - CD 2 - AE 2 = 0 

dos rectas que se cortan 


Ejercicios 5 — 1 

En los Ejercicios 1—6 se dan las coordenadas x, y de un punto S y una 
ecuacion en las variables x y y. Obtenga una ecuacidn en las variables x' y / 
de la grdfica de la ecuacidn dada si el origen del sistema de coordenadas 
x'y' estd en el punto S. 

Ejemplo. y 2 — 6y + 5 = 4x; S(— 1, 3) 

Soluciort: Si el origen del sistema x'y'- estd sobre el punto S(—1, 3) = 

S(/*, k), entonces los sistemas xy - y x'y'- estdn relacionados 
mediante las ecuaciones 

x = x' + h, y = / + k, 

o bien, x = x' — l, y = y' + 3. 

Sustituyendo a x por x' — 1 y a y por y' + 3 en la ecuacion 
dada, y simplificando la ecuacion resultante, se obtiene 

<y + 3) 2 - 6 (y + 3) + 5 = 40c' -IV 
y 2 + 6/ + 9 - 6/ - 18 + 5 = Ax’ - 4, 

y' 2 = 4x'. 

1. x - 4j; 2 + \6y - 7 = 0; S(-3, 4) 

2. X 2 - y 2 - 6.v + lOy - 20 = 0; S(3, 5) 

3. x 2 + 4y 2 - 6x - I6y - 11 = 0; S(3, 2) 
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4. a 2 + y 2 - 8* + lOy - 4 = 0; S(4, -5) 

5. x 2 + 2 y 2 - 2x + 1 6y + 33-0; S(l, -4) 

6 . 4a 2 - y 2 - 12a - 6y + 24 - 0; S(f, -3) 

En los Ejercicios 7—18, obtenga una ecuacion cartesiana de la seccidn cdnica 
que satisface las condiciones dadas. Haga su representacibn grbfica. 

7. Parabola con vertice en V(3, —2) y foco en F(3, 4). 

8 . Parabola con vertice en V(—§, 2) y foco en F(l, 2). 

9. Parabola con foco en F(2, 4) y directriz cuya ecuacion es x — 8. 

10. Parabola con foco en F(—1, 2) y directriz cuya ecuacion es y — —4. 

11. Elipse con focos en F + l, 2) y F 2 (9, 2), y cuyo eje mayor tiene una longitud 
de 10. 

12. Elipse con focos en F + — 3, 2) y F 2 ( —3, 6), y cuyo eje mayor tiene una 
longitud de 12. 

13. Elipse con vertices en V+8, 2) y V 2 (—4, 2), y un foco en F+6, 2). 

14. Elipse con centro en C(—2, 4), un vertice en V+3, 4), y cuyo foco 
asociado a este vertice es F+2, 4). 

15. Hiperbola con focos en F+3, 2) y F 2 (3, —6), y cuyo eje transversal tiene 
longitud 4. 

16. Hiperbola con focos en F+—6, — 3) y F 2 (4, — 3), y con un vertice 
V 2 (3, -3). 

17. Hiperbola con vertices V+6, 2) y V 2 (—2, 2), y cuya excentricidad es J. 

18. Hiperbola con centro en C(3,2), con un foco en F+3,7), y cuya 
excentricidad es §. 

En los Ejercicios 19—30, obtenga una ecuacion x'y' en las variables de la 
grSfica de la ecuacion en las variables x y y dada, de manera que el centro, o 
en el caso de las parabolas el vertice, este en el origen del sistema de 
coordenadas x'y'. Trace una gr£fica de la curva que muestre ambos 
sistemas de ejes coordenados, e identifique el tipo de curva. 

19. x 2 + y 2 + 4x — 10 y — 36 = 0 

20. x 2 — 4>> 2 + Ax + 32 y — 64 = 0 

21. 2x 2 + y 2 + 8x — 8;; - 48 - 0 

22. x 2 - 4x ~ 4y + 16 - 0 

23. 4x + y 2 + 4y — 4 = 0 

24. 4X 2 + 9r + 8 a + 36^ + 4-0 

25. 4a 2 + 4j; 2 - 12a + 8 ^ - 3 - 0 

26. 8 a — y 2 — = 0 

27. 9a 2 + 4 y 2 - 18a + 24;; + 45 - 0 

28. a 2 — y 2 + 6 a + 4y + 5 = 0 

29. 4a 2 - 9 y 2 - 16a + \Sy - 1 = 0 

30. 4^ 2 - 3a 2 + 8 ^ - 12a - 16 - 0 

En los Ejercicios 31—36, trace la gr^fica de la ecuacion dada. 

31. a 2 + y 2 - 4a + 6y + 13 = 0 34. a 2 - 8 a + 15 - 0 

32. 4a 2 - 9 r + 16a + 18^ + 7 - 0 35. y 2 + 6y + 9 = 0 

33. a 2 + 2y 2 - 4y + 3 - 0 36. a 2 + 10a +30-0 
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37. Emplee una traslaci6n de coordenadas para eliminar los terminos de 
primer grado de la ecuacidn xy + 4x — 8y + *6 = 0; es decir, obtenga 
una ecuacion en las variables x f y y' de la grdfica de la ecuacidn dada tal 
que los terminos de primer grado x'y y' tengan coeficiente 0. ( Sugerencia : 
Sustituya a x por x' + h y a y por y + k 9 respectivamente, y calcule los 
valores apropiados de h y k) 

38. Emplee el metodo descrito en el Ejercicio 37 para eliminar los terminos de 
primer grado de la ecuacion. 

xy + ax + by + c = 0. 

Los Ejercicios39—45 serefieren a la ecuacion Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 
en donde A y C son ambos distintos de cero. 

* 39, Demuestre que si A = 0, C ^ 0, y D 9 ^ 0, entonces la ecuacidn es 

equivalente a una ecuacion de la forma 

(y — k) 2 — 4 p(x — h). 

* 40. Demuestre que si A ^ 0, C = 0, y E ^ 0, entonces la ecuacidn es 

equivalente a una ecuacion de la forma 

(x - h) 2 = 4 p(y - k). 

* 41 . Demuestre que si A = C ^ 0, entonces la ecuacidn es equivalente a una 

ecuacion de la forma 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = q. 

^Que condicidn debe satisfacer q si la ecuacion debe tener una grdfica no 
vacia en (R 2 ? 

* 42. Demuestre que si A 9 ^ C, pero AC > 0, entonces la ecuacion es 

equivalente a una ecuacion de una de las formas 

(x - hf (y-k) 2 (y- kf (x — h) 2 _ 

a 2 + p - 1 0 ” a 2 • + b‘2 ~ l> 

con a > b > 0, siempre y cuando A(4ACF — CD 2 — AE 2 ) < 0. 

* 43. Demuestre que si AC < 0, entonces la ecuacion es equivalente a una 

ecuacion de una de las formas 

(x - hf (y - kf , . (y- kf (x hf _ , 

a'2 P " 1 ° P b 2 

con a > 0, b > 0, siempre y cuando 4 ACF — CD 2 — AE 2 ^ 0. 

* 44. . En el Ejercicio 42, £P° r que debe ser negativo A(4ACF — CD 1 — AE 2 ) ? 

^Que se puede decir acerca de la grdfica si A(4ACF — CD 2 — AE 2 ) es 
0? Que sucede si esta cantidad es positiva? 

* 45. En el Ejercicio 43, ^Por que debe ser no nulo 4 ACF — CD 2 — AE 2 ?, 

^Que se puede decir acerca de la grdfica si 4 ACF — CD 2 — AE 2 — 0? 
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*46. Se da a los puntos S(x i9 y{) y T(x 2 , ^ 2 ) *as nuevas coordenadas (x[, y[) 
y C* 2 > J 2 X mediante una traslacion segun las Ecuaciones (2) de la pdgina 
171. Verifique algebraicamente que 

vW - x\f + 04 - y\) 2 = V'(* 2 - + O 2 - yi) 2 , 

e interprete geometricamente este hecho. 

* 47. Se da a los puntos S(xi, y\) 9 T(x 2 , >> 2 ), y U(x 3 , yj) que son distintos, 
nuevas coordenadas S'(x[, y[) 9 T'(x 29 y 2 ) 9 y mediante una 

traslacion de los ejes. Si s, t, u, s', t', y u' son los vectores que correspon- 
den a S, T, U, S', T', y U', respectivamente verifique algebraicamente 
que 

(t' - s') • (u' - s') (t - s) • (u - s) 

||t'-8'||||u'.-«'|| ||t - S|| |!U - S f 

e interprete este hecho geometricamente. 


5—2 Rotacidn de ejes 

En la Seccion 5 —1 se vio que se puede emplear una traslacidn de ejes para 
transformar una ecuacion dada a una forma m&s sencilla (pero equivalente) 
cuya grdfica sea fdcilmente reconocible. Esto tambien se aplica a las rotaciones 
de ejes . 

Si se rotan los ejes de coordenadas alrededor del origen y se considera que 
estdn fijos todos los puntos del piano, entonces cada punto (o vector), excepto 
el origen, tendrd un nuevo par de coordenadas (o componentes). Estas nuevas 
coordenadas se pueden calcular empleando trigonometria como se indica a 
continuacidn. 

En la Figura 5 —4 se muestran dos 
pares de ejes de coordenadas en el 
piano. Como se muestra, los ejes x' y 
y f se han obtenido rotando a los ejes 
x y y alrededor del origen un dngulo 
<b. Supongase que S es cualquier pun¬ 
to del piano, y que S tiene las coorde¬ 
nadas ( x , y) con respecto a los ejes x 
y y 9 y tiene coordenadas ( x ', /) con 
respecto a los ejes x' y y 9 . Si el dngulo 
de direccion del vector s con respecto 
al eje x '- es y'- entonces, como se 
muestra, el dngulo de direccidn de s 
con respecto al eje jc' es 0 — <j>. Por 
lo tanto, si la magnitud de s es r, se 
tiene 

x — r cos 6 , 

y 

x f = r cos (0 — </>), 



Figura 5—4 
y = r sen 6 

v' = r sen (0 — </>). (*) 
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Por trigonometria se sabe que 

cos (6 — <f>) — cos 6 cos 0 + sen 6 sen 0, 


sen (6 — 0) = sen 6 cos 0 — cos 0 sen 0. 

Por consiguiente, las Ecuaciones x se pueden escribir en la forma 

x' = r cos 6 cos <j> + r sen 6 sen 0, 
y = r sen 6 cos <j> — r cos 6 sen 0, 

o bien, como r cos 6 = x y r sen 6 = y, en la forma 


■ x' = x cos <t> + y sen 0, / = — x sen0 + y cos 0. (1) 

Las Ecuaciones (1) a su vez se pueden escribir en forma equivalente como 
| x = x ! cos 0 — y sen <j>, y — x' sen 0 + y' cos <f>. (2) 


(Vease el Ejercicio 23, pdgina 186.) Por lo tanto, ante una rotacion de ejes, las 
coordenadas x y y de un punto estdn relacionadas con las coordenadas x'y/a 
traves de las Ecuaciones (1) o, equivalentemente, a travds de las ecuaciones (2). 


Ejempto 1'. Considerese una rotacion de los ejes coordenados para la cual 
m°(0) = 30. Si las coordenadas x y y de los puntos S y T son 
(4, —2) y (3, 1), respectivamente, encuentre las coordenadas x r 
y y de S y T. 


Solution: Empleense las Ecuaciones (1) anteriores con sen 0 = sen 30° 

v/ 3 - 

= 2 y cos 0 = cos 30° = para calcular las coordenadas x f 

y /• 

Para S se tiene 

= (4) (--) + (—2X4), y = (-4X1) + (-2) ; 

y = -2 - V3. 


X f = 2V3 — 1 , 

Para T se tiene 


v' — 


x' = 




3\/3 + 1 


(3) 


+ (1X4), y = (-3XD + (i) 




2 y - 2 

Asi las coordenadas x r y y f de S y T son 

(2\/3 - 1, -2 - V3) y ) ’ 

respectivamente 


— 3 + a/3 


2 


2 
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A1 resolver el Ejercicio 46, pdgina 180 se verified algebraicamente el hecho 
geometrico de que una traslacion de ejes no altera las distancias entre puntos. 
Claro estd que esto es tambien vdlido para rotaciones de ejes (Ejercicios 24, 
pdgina 186), como se sugiere en el siguiente ejemplo. 

Ejemp/o 2. Para los puntos S y T mencionados en el Ejemplo 1, pdgina 
181, verificar que se obtiene el mismo resultado si se calcula 
d(S , T) en cualquier sistema de coordenadas. 

Soluc/on: Si (xu yi)y (* 2 > ^ 2 ) representan las coordenadas x, y y, (x[, y[) 

y (* 2 , y' 0 ) las coordenadas x'y/de S y T respectivamente, se 
tiene 


(Xi.j'i) = (4, -2) 
(* 2 ,^ 2 ) = (3, 1) 


d( S,T) = V(3 - 4)2 + [l - (-2)]2 


= V(-\y + 32 
= V10 


(x'uy'i) = (2V3 - 1,-2-V3) 

b - 6 \/3 + 3,1 + 6\/3 + 27 

= V—+--+--4— 

= VTo 


Por lo tanto, T) tiene el mismo valor en ambos 

sistemas de coordenadas. 


Andlogamente, al resolver el Ejercicio 47, pdgina 180, se verifica algebraica¬ 
mente el hecho geometrico de que una traslacion de ejes no altera los dngulos . 
Esto tambien es vdlido, para las rotaciones de ejes (Ejercicio 25, pdgina 186) 
puesto que estas transformaciones meramente asignan nuevas coordenadas a 
cada punto y no alteran la forma o tamano de las figuras geometricas. 

El siguiente ejemplo ilustra como se puede emplear una rotacion de ejes 
para transformar una ecuacion de una forma que no es familiar a una forma 
cuya grdfica se puede reconocer por inspeccion. 
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Ejemplo 3. 


So/ucidn: 


Obtenga una ecuacion en las variables x' y y f de la gr&fica de 
xy = 4 bajo una rotation de ejes alrededor del origen con 
= 45. Use este resultado para identificar la ecuacibn 
original y trace una grdfica de la misma. 


Se tiene cos 45° — — 7 = 

y/2 


y sen 45° 



Si se emplean 


estos valores en la Ecuacion (2) pagina 181, se obtiene 


x' — y' 
x = - 

y/2 

Sustituyendo estas expresiones 
se tiene 


y 


y = 


+ y' 

y/2 


de x y y en la ecuacidn 


xy 


4, 



Se reconoce que la grafica de esta tiltima ecuacion es una 
hiperbola con el eje principal sobre el eje x'. Por lo tanto, la 
grafica de la ecuacibn original es una hiperbola cuyo eje 
principal forma un angulo de 45° con la parte positiva del eje 
x. A continuacion se muestra su grafica. 
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Ejercicios 5—2 


En los Ejercicios 1 —6, encuentre las coordenadas x' y y' del punto cuyas 
coordenadas x y y se dan, si se rotan los ejes coordenados alrededor del 
origen un Sngulo <p cuya medida se da. 


Ejemp/o. 

Sotucion: 


(2, -3); 120° 

Puesto que cos 120° = — \ y sen 120° = 


V3 


las Ecuaciones 


(1) de la pagina 181, toman la forma 


*' = ~ix + ~y , 


/ = 


Vl 

~2~ X 


\y 


Por lo tanto, para (2, — 3 ) se tiene 


X' = -*<2) + ^-(-3) = -1 - 

/= -^-(2)-i(-3)= -V3 + f. 

Por consiguiente, las coordenadas buscadas son 
/—2 - 3V3 3 - V3> 


-) 


1. (1,3); 30° 

2. (2, 3); 45° 

3. (—2, 4); 240‘ 


4. (-3,7); 135° 

5. (-6, -3); 315' 

6 . (0,-4); 225° 


En los Ejercicios 7—16, emplee las Ecuaciones (2) de la pagina 181, para 
obtener una ecuacibn en las variables x'y’ de la grbfica de la ecuacibn en las 
variables xyy dada; bajo una rotacibn de ejes del bngulo <t> que se especifica. 


7. 3x — 4y + 10 = 0; sen <f> = f, cos <j> — f 

— 5 12 

8. x — 2y — 3 = 0; sen<£ = -jy ’ cos <£ = 


9 1 

9. 8x 1 2 3 — 4x_v + 5 y 2 — 36 = 0; sen <£ = —— > cos <f> = —- 

VS V 5 

2 1 

10. 5x 2 + 4xy + 8 y 2 — 36 = 0; sen<> = —- > cos <£ = —- 

. V 5 Vs 

11. 2x 2 + 3x^ + 2>> 2 - 7 = 0; ) = 45 

12. x 2 — 2xy + y 2 — 3x = 0; = 45 

13. x 2 + j> 2 = 25; = 60 

14. 4x 2 + 9 y 2 = 36; m°(4>) = 90 
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15. llx 2 — 24 xy + 4 y 2 + 30x + 40 y — 45 = 0; sen<£ = f, cos <f> - f 

16. 9x 2 + 24 xy + 16 y 2 — 20x + 15 y — 100 = 0; sen<£ = f, cos <f> = § 


En los Ejercicios 17-22, rote los ejes x y y de modo que la recta cuya 
ecuacion y pendiente son dadas, con respecto a los ejes x' y y ( , y obtenga 
una ecuacion en las variables x! y y r de esta recta (Obtenga dos respuestas). 

Ejemplo. 2x — }> = 3; ra = 0 


Solucidn: 


Empleando las Ecuaciones (2), pdgina 181 se puede escribir la 
ecuacidn dad a como 


2(x' cos <t> — y f sen<£) — (x f seruj> + y / cos <t>) = 3. 
Agrupando los terminos que contienen a x' y a y' se tiene 

2x f cos <j> — x' sen<£ — 2y' sen <j> — y f cos <f> = 3, 
x'(2 cos (f> — sen0) — y'(2 sen<£ + cos 4>) = 3. (*) 


La pendiente de la gr&fiea de esta ecuacion es 

2 cos <j> — sen 6 

m = =-—:-T * 

2 sen 0 + cos <j> 

Como se desea que esta pendiente sea 0, se sigue que se debe 
tener 

2 cos <£ — sen <j> — 0, 

o bien 

sen d> 

-- = tan <f> = 2. 

cos <f> 

Puesto que <j> es positivo se puede elegir <j> tal que 
este en el cuadrante I o en el cuadrante III. Se ilustran las dos 
situaciones en los diagramas que aparecen en la pdgina 186. 

Para identificar los valores de cos <f> y sen 4> del cuadrante I, 
se traza un tridngulo rectdngulo con un 
dngulo </> tal que <j> = j. Se sigue que la 
hipotenusa tiene una longitud Vl 2 + 2 2 = 

2 

V5, y que por lo tanto sen a = —= y 

V5 


cos <j> = 


1 


V5 ' 

en la ecuacibn (*) se tiene 

x '[ 2 (vi)~vs 


Sustituyendo estos valores 





l 

V5. 


+ -7= 


= 3, 


o bien 

/ = -|V5. 


(Continuation solucidn) 
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Si <t> esta en el cuadrante III, se tiene sen 0 = — — 7 = y 
1 v5 _ 

cos 0 = — , 3a Ecuacion (*) se convierte en y ! = |V5. 

Por lo tanto, la recta con pendiente 0 se puede representar por 



17. 2y — x — 4;m = 0 20. x y — A\ m — \ 

18. x + y = —2; m — 0 21. 3x + y = 2; no esta definida la 

19. 3x + y = 6; m = 3 pendiente (recta vertical) 

22. x — y — 6; no esta definida la 

pendiente (recta vertical) 

23. Demuestre que si x' — x cos 0 + j^sen0 y y' = — xsen0 + y cos 0, 
entonces x = x' cos 0 — y f sen (j> y j = 1 ' sen 0 + y cos 0, y reciproca- 
mente. ( Sugerencia: Resuelva simultdneamente las primeras dos ecuacio- 
nes,esdecir,despejeaxyy,empleandoelhechodeque sen 2 0 + cos 2 0 = 1.). 

24. Dados los puntos S(x\,y\) y T(x 2 ,y 2 ) son rotados obteniendose las 
nuevas coordenadas (x[ 9 y\) y, (* 2 , y' 2 )» segun las Ecuaciones (1) pdgina 
181. Verifique algebraicamente que 

V(y 2 _ x;) 2 + (j/ 2 - /1) 2 = X'(x 2 - Xl ) 2 + (y 2 - yi) 2 , 

e interprete geometricamente este hecho. 

25. Los puntos S(xi,^i), T(x 2 ,^ 2 X y U(x 3 ,y 3 ) fueron rotados, encontrdn- 
dose que S'(x' ls y[) 9 T'(x 2 , y' 2 ), y U'(x 3 , y 3 ),’Son las nuevas coordenadas. 
Si s, t, u, s', t', y u' son los vectores que corresponden a S, T, U, S', T', y 
U', respectivamente, verifique algebraicamente que 

(t' — s') • (u' — s') _ (t — s) - (u — s) # 

|jt' “ s'H ||u' — s'!] ] t — s ! j |;u — sjj 


y dele una interpret&cion geometrica. 
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Aplicaciones de las transformaciones 


5—3 La ecuaci6n general de segundo grado 

Una ecuacion de la forma 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, (1) 

donde A , B, C, D, E y F son constantes, con A, B y C no siendo todos nulos, 
recibe el nombre de ecuacion de segundo grado, o cuadratica, en dos variables. 
Si B = 0, la ecuacion toma la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0; 

y como se vio en la Section 5-1 se puede identificar su grdfica completando 
cuadrados en x y y, y aplicando entonces una traslacion de ejes apropiada. 

Si B ^ 0 en la Ecuacion (1) inmediatamente anterior, entonces no se 
puede identificar su grdfica directamente por este metodo. Sin embargo, se 
puede emplear una rotation de ejes para obtener una ecuacion de la grdfica de 
(1) que no contenga un termino en x f y f - y entonces se puede proceder como 
antes. 

Si se rotan los ejes un dngulo <£ medido en radianes, entonces las viejas y las 
nuevas coordenadas estan relacionadas a traves de 

x = x' cos 4> — y' sen 0 

y (2) 

y — x f sen <t> + y f cos </>. 

Si se sustituyen estos valores en la Ecuacion (1) la ecuacion resultante es de 


la forma 

A'x' 2 + B'x'y' + Cy 2 + D'x' + E'y' + F' = 0, (3) 

donde (Ejercicio 19, pagina 191) 

A f — A cos 2 <i> + B cos <t> sen</> + Csen 2 <t> , (4) 

B' — 2 (C — A) sen </> cos 0 + ^(cos 2 0 — sen 2 <£), (5) 

C = A sen 2 <f> — B cos sen 0 + C cos 2 </>, (6) 

D' — D cos <j> + Esen^, (7) 

E f = — D sen <j> + E cos 0, (8) 

F' = F. (9) 

Para eliminar el termino en x'y'- en (3), es decir, para tener B f = 0, se 

iguala el segundo miembro de (5) a 0, y se resuelve la ecuacion resultante 

2(C — A) sen<£ cos 0 + B( cos 2 <f> — sen 2 <f >) = 0, (10) 


despejando a 0. Recordando de trigonometria que para todos los valores reales 
de 4>, 

2 sen <j> cos <j> — sen 2<j> y cos 2 0 — sen 2 <t> — cos 2<t>. 

Esto es, la Ecuacion (10) es equivaiente a 

(C ~ A) sen 2</> + B cos 2$ = 0. 


(H) 
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Ahora hay que considerar dos casos: (1 ) A — C y (2) A ^ C. 
Caso (1). Si A = C, la Ecuacion (11) se convierte en 

B cos 2 <t> = 0, 

de donde 


cos 2<j> = 0. 

Los valores de 2<j> que satisfacen esta ecuacion son de la forma 

~ + kir, k entero, 

y por lo tanto los valores de 4> son de la forma 


i + * 


( 1 ) 


k entero. 


El menor valor positivo de esta forma para 4> es ~ ,y normalmente se emplea 
este valor. 


Caso (2). S\ A 5 * C, entonces la Ecuacidn (11) es equivalente a 


(A — C) sen 2 <j> = B cos 2 <f>, 


B 


sen 2 <t> 
cos 2<j> A — C 

B 


tan 2 <f> 


A - C 


En este caso nuevamente se tienen una seleccidn de valores de 2<£, y se puede 
restringir 2<j> a cualquier intervalo de longitud tt que se desee. Normalmente, se 

7r 

selecciona un valor en el intervalo 0 < 2<f> < w, o bien 0 < <p < -. Por lo 
tanto, se puede restringir el dngulo de rotacion a ser un dngulo agudo. 
Ejemp/o 1. Mediante una rotacion de ejes identifique la grdfica de 

x 2 - 3xy + 5^ 2 - 4 = 0, 
y trace un esquema de la grdfica 

Sofucidn: Puesto que A =1, B — — 3, y C = 5, se tiene 


t™ 2 *-p±5 


3 

4’ 


Elijase 2<j> de modo que 0 < 2<t> < w. Entonces, puesto que 

7r _ 7 r 

2 <t> > 0, se sabe que 0 < 2</> < -, o bien 0 <</><-. 
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Trazando un diagrama del triangulo 
rect&ngulo apropiado, como se muestra, 
por inspeccion se tiene que cos 20 = §, 
sen 20 — f. Para calcular los valores de 
cos 0 y sen 0, recuerdese de trigonome- 
tria que 

, , /T+ cos 20 

cos 0 = =h ^-y-- 5 

, , fl — cos 20 

sen 0 = ± ^-2"- 

71 r 

Puesto que 0 < 0 < - , cos 0 y sen 0 son positivos, es decir, 
debemos elegir el signo + en cada caso. As! se tiene 


COS 0=^| 

/I + cos 20 

fi + 1 

3 

VTo’ 

2 “ \ 

2 

sen0 = ^ 

f l — cos 20 

|i-» 

1 

2 “ 'V 

2 

VTo 



Empleando estos valores en las Ecuaciones (2), pdgina 181, 
se encuentra que las ecuaciones de rotacion son 


3x' - / 

Vlo 


y y = 


Sustituyendo estas expresiones de x y 
x 2 — 3 xy + 5 y 2 — 4 = 0, se obtiene 

5x' 2 + 55/ 2 = 40, 


+ 3/ 

VTo 

y en la ecuacibn 


6 


v' 2 v' 2 

— + = i 

o * _8_ 

° 1 1 


Esta es la ecuacibn de una elipse. A continuacibn se muestra su 
grafica 























190 Cap/tu/o 5 


Empleando las Ecuaciones (4) y (6) de la pdgina 187, se obtiene alguna 
informacion directa sobre la grdfica de la ecuacibn general de segundo grado 
en dos variables (Ecuacion (1), pdgina 187). Observese primero que, sumando 
los miembros correspondientes de las Ecuaciones (4) y (6) se obtiene 

A' + C' = ,4(cos 2 4> + sen 2 </>) + C(cos 2 <t> + sen 2 <t>) = A + C. 

Ahora se puede verificar (Ejercicio 20, pagina 191), empleando (4), (5) y (6) que 
4 A'C' - B' 2 = 4 AC - B 2 . 

El numero 4 AC — B 2 recibe el nombre de caracteristica de la Ecuacion 

(1), y 4 A'C' — B' 2 es pues la caracteristica de la ecuacion transformada bajo 
una rotacion. El que 4 A'C 9 — B' 2 = 4 AC ~ B 2 espresa que la caracteristica 
es invariante bajo una rotacion de ejes. Claro estd, que en A' + C' =■ A + C, 
el numero A + C tambien es invariante bajo una rotacibn de ejes. 

Uno de los propositos de una rotacion de ejes es proporcionar una ecuacion 
transformada en la que B' = 0. Por la invariancia de la caracteristica, si 
B' = 0, se tiene 


4 A'C' = AAC - B 2 . (12) 

Ya se ha visto que (pdgina 177) la grdfica de 

A'x 2 + C'y 2 + D'x + E'y + F' — 0, 


donde A 9 y C no son ambos 0, es del tipo eliptico si A'C > 0, del tipo 
parabolico si A'C == 0, y del tipo hiperbolico si A'C < 0. Entonces, debido 
a la Ecuacion (12) se tiene: 

H La grdfica de Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 es 

(1) de tipo eliptico si 4^4C — B 2 > 0, 

(2) de tipo parabolico si AAC — B 2 = 0, y 

(3) de tipo hiperbolico si A A C — B 2 < 0. 


Ejemplo 2. Diga de que tipo es la grafica de 

(a) 3x 2 — \4xy + 9x — ly + 13 = 0 

(b) 6x 2 — 2xy + y 2 + 2x + 3y — 41 =0 

(c) 3x 2 - 12 xy + 3^ 2 + 6x - 4y + 8 = 0 

(d) 3x 2 — 6 xy + 3^ 2 — \4x + 22j> — 7 = 0 


So/ucidn: 


(a) 4 AC - B 2 = (4)(3)(0) - 196 = - 196 < 0; hiperbolico 

(b) 4AC - B 2 = (4X6X1) - 4 = 20 > 0; eliptico 

(c) 4 AC — B 2 = (4)(3)(3) - 144 = - 108 < 0; hiperbolico 

(d) 4 AC - B 2 = (4)(3)(3) - 36 = 0; parabolico 
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Ejercicios 5—3 

En los Ejercicios 1-6, caicule los valores de sen <j> y cos <$> tales que defina 
una rotacibn de ejes que elimine el termino en x'y '. 

1. x 2 + 2xy + y 2 + 2x — 4y + 5 = 0 

2. lx 2 - 5x:j/ + 2y 2 - lx + 8y - 32 = 0 

3. lx 2 + V3xy + 5y 2 + * - 3y + 8 = 0 

4. 3 xy — V3j; 2 + lx — 4y + 10 = 0 

5. lx 2 + 3 xy — 2 y 2 + 5x — Ay — 13 = 0 

6. x 2 + 4xy + 5 y 2 — Sx + 3y + 12 = 0 

En los Ejercicios 7-1 2, emplee la caracteristica para identificar el tipo de 
grbfica de la ecuacion dada. Emplee una rotacibn de ejes para eliminar el 
termino en x'y'. Trace un esquema de la grbfica y muestre tanto los ejes x y 

y como los ejes x' y /. [ Sugerencia : Parta de las Ecuaciones (4) y (9), pbgina 

187.] 

7. 3a: 2 + 2xy + 3 y 2 = 16 10. 2x 2 + 3 xy - 2y 2 - 25 

8. x 2 — 3 xy + y 2 = 5 11. 7x 2 — 4 xy + 4y 2 = 240 

9. 3x 2 + 4>/3 xy - y 2 = 15 12. 5a: 2 - 12xy - 10 

En los Ejercicios 1 3-18, emplee una rotacibn de ejes para eliminar el termino 
en x'y' y emplee despues una traslacibn para eliminar los tbrminos de 
primer grado en la ecuacibn resultante. [ Sugerencia: Emplee las Ecuaciones 
(4) y (9) pbgina 187.] 

13. 3* 2 + 10 xy + 3y 2 - 2x - Hy - 5 = 0 

14. 4a: 2 + 4xy + y 2 -24a: + 38j — 139 = 0 

15. x 2 — V3 xy + ly/Zx — 3y — 3 = 0 

16. 3xy - 4j; 2 + a: - 2y + 1 = 0 

17. x 2 + 2xy + y 2 + 2x — 4y + 5 = 0 

18. 2a: 2 - 5 xy + 2^ 2 - 7a: + - 32 = 0 

Los Ejercicios 19- 23, se refieren a la ecuacibn general cuadrbtica 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F ~ 0, A 2 + B 2 + C 2 ^ 0. 

*19. Verifique las Ecuaciones (4) y (9), p&gina 187. 

* 20. Demuestre que 4AC — B 2 es invariante bajo rotacibn de ejes. 

* 21. Demuestre que A + C y 4 AC — B 2 son invariantes bajo una traslacion 

de ejes. 

La expresibn A = 4 ACF - B 2 F - AE 2 - CD 2 + BDE que se menciona en 
los Ejercicios 22 y 23 recibe el nombre de discriminante de la ecuacibn 
general cuadrbtica. El discriminante A es invariante frente a traslaciones y 
rotaciones de ejes. 

* 22. Demuestre que si D = 0, E = 0, y 4 AC — B 2 ^ 0, entonces 

F = -—- 

4AC - B 1 

Explique porque F es invariante bajo rotaciones de ejes si D — 0, E = 0, 
y 4AC - B 2 ^ 0. 
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* 23. Demuestre que el discriminante 8 = b 2 — 4 ac de la ecuacidn cuadrdtica 
ax 2 + bx + c = 0, a ^ 0, se puede escribir en la forma 


8 


2 a b 

b 2c ’ 


y que el discriminante A (vease la pdgina 191) se puede escribir en la 


A = 


! 

2 


2 A B D 
B 2C E 
D E 2F 


5—4 Tangentes a las secciones cdnicas 

Considerese una parte de una curva dada (Figura 5-5) que contiene a los 
puntos Si y S 2 , y considerese la recta St 2 
que pasa por S x y S 2 . Pensemos que S 2 
es una particula que se desliza sobre la 
curva hacia Si, entonces se puede ver que 
la distancia que separa a S x de S 2 
disminuye cada vez mds y que de esta 
manera se puede hacer tan pequena como 
se quiera. Se dice entonces que S 2 tfende 
a Si sobre (3 y que Si es el limite de 
S 2 en esas circunstancias. 

En la Figura 5—5 se ve que a medida 
que S 2 tiene a S x sobre St 2 la posicidn de 
la recta St 2 se puede acercar a la posicion 
de la rectaEn tal caso, se dice que ries 
la tangente a la curva (3 en el punto Sj. 

En esta seccion estudiaremos el problema de obtener una ecuacidn de la 
recta tangente a una seccidn cdnica 6 en un punto dado de ella. Para la 
solucion de este problema se considerard el caso particular de una seccion 
conica que pase por el origen, y se estudiard el proceso de obtener la ecuacidn 
de una recta tangente a 6 en el origen. 

Observese primero que la grdfica <3 de cualquier ecuacidn se segundo 
grado contiene al origen si y solo si su termino constante es 0. Es decir, la 
grdfica (3 de 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (1) 

contiene al origen si y solo si F ~ 0. 

Notese ahora que para valores de k tales que 0 < \k\ < 1, no s61o se tiene 
que k 2 < \k\ 9 sino que al disminuir el valor de \k\ 9 disminuye mds 
rapidamente. Por ejemplo, al tomar k los valores xV, Too, Y ToVo, k 2 toma 
los valores xio, TorVoo, y T"^o^"ooo, respectivamente. Andlogamente, para 
0 < \h\ < 1 y' 0 < \k\ < 1, si tanto h como k tienden a cero, entonces hk 
tiende a cero mds rdpidamente que el mayor de los valores de \h\ y \k\. 
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Considerese ahora el comportamiento de los diversos terminos de la 
Ecuacion (1), con F — 0, cuando tanto x como y tienden a 0, es decir, cuando 
el punto S(x, y)' sobre la curva C tiende al origen O sobre (3. N6tese que los 
terminos Ax 2 , Bxy, y Cy 2 decrecen en valor absoluto mucho mds rdpidamen- 
te que el mayor de los valores |xj y \y\. Por lo tanto, las coordenadas de los 
puntos S(x, y) que estan sobre 6 y estdn cerca del origen no solo satisfacen la 
Ecuacion (1), sino que satisfacen aproximadamente la ecuacion Dx + Ey = 0. 


Figura 5—6 



Supongase que D y E no son ambos 0. Entonces, como se muestra en la 
Figura 5—6, es plausible concluir que a medida que un punto S(x, y) sobre <3 
tiende al O sobre e, la recta que pasa por S y O tiende a la recta cuya 
ecuacion es Dx + Ey = 0. Este razonamiento conduce al siguiente resultado, 
que no se demostrard en este libro: 


■ Una ecuacidn de la tangente a la grafica de Ax 2 + Bxy + Cy 2 + 

Dx + Ey = 0, en el origen, si por lo menos uno de los ndmeros D 
6 E no es cero, estd dada por Dx + Ey = 0. 

Ejemp/o 1. Obtenga una ecuacion de la tangente a la grdflca de 

3x 2 + 4 y 2 + 2x — 3y = 0 

en el origen. 

So/ucion: Por inspeccion, D — 2 y E — — 3. Por lo tanto, la ecuacion 

requerida es 2x —3 y — 0. 

El metodo que se ha discutido es aplicable a las grdficas de polinomios en 
general. Por ejemplo, la grdflca g de 


x G — 7 x 3 y 2 + y 4 + 2x — 3y = 0 


pasa por el origen O, puesto que el termino constante es 0. Una ecuacidn de la 
recta tangente a g en O es 2x — 3y = 0. 
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Frecuentemente se desea obtener una ecuacidn de la tangente a una section 
conica en un punto que no sea el origen. Aunque existen tecnicas (de c&lculo 
diferencial) para hacer esto directamente, es mds sencillo realizar una 
traslacion de ejes de modo que el punto en cuestion sea el nuevo origen. Se 
obtiene entonces la ecuacion deseada mediante el metodo que se ha estudiado. 
Se efectua entonces una segunda traslacion regresando a los ejes originales 
para obtener la ecuacion de la tangente requerida. 

Efempfo 2. Obtenga una ecuacion de la recta <£ que es tangente en el 

punto S(2, — 1) a la elipse cuya ecuacion es a 2 + 4y 2 = 8. 

Solution: Notese primero que el punto S(2, — 1), estd de hecho sobre la 

elipse, puesto que(2) 2 4- 4(-~l) 2 = 8. 

Ahora, si se tome (2, — 1) como nuevo origen, las ecuacio- 
nes de traslacion son 

x — x' + 2 y y — y' ~~ 1. 

Sustituyendo estos valores de x y y en la ecuacion de la elipse, 
se obtiene 

(*' + 2) 2 + 4(y f - l) 2 = 8, 

A'' 2 + 4 x ' + 4 + 4y 2 - 8/ + 4 = 8, 
a' 2 + 4/. : 2 + 4a' - 8/ = 0. 

Ahora notese que esta ecuacion tiene un termino constante 
0, y que por lo tanto su grdfica contiene al origen en el sistema 
de coordenadas a' y y'. Entonces por inspeccion, 

4a' - 8/ = 0, 

o bien 

a' - 2/ = 0, 

es una ecuacion de la recta £ que es tangente a la elipse en el 
origen del sistema de coordenadas a' y y'. Si ahora se efectda 
una traslacion que reestablezca el sistema de coordenadas x y y 
empleando las ecuaciones 

a' = a 2 y / = y+ 1, 

se obtiene 

(a - 2) - 2(y + 1) = 0, 

o bien 

a — 2y — 4 = 0, 

que es una ecuacion en las variables a y y de la recta £. 

Para comparar tecnicas se puede emplear este metodo general para resolver 
el Ejemplo 4, pagina 127. 
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Ejercicios 5—4 


En los Ejercicios 1 -8, obtenga una ecuacibn cartesiana de la tangente a la 
curva dada en el origen. 


1. x 2 - 3x + 4y = 0 

2. j 2 + lx - 5y = 0 

3. x 2 + y 2 ~ 4x + Sy = 0 

4. x 2 + y 2 + 3x + 5y = 0 


5. 3x 2 + 2y 2 + 6x - 9y = 0 

6. 4x 2 + 9 y 2 — 4x + 6y = 0 

7. x 2 — y 2 + 5x + 2y = 0 

8 . 9y 2 - 6x 2 + 2x - y = 0 


En los Ejercicios 9-28, emplee la tbcnica mencionada en el Ejemplo 2, pbgina 
1 94, para obtener una ecuacion en las variables x y y de la tangente a la 
curva cuya ecuacibn se da, en el punto con las coordenadas que se indican. 


9. x 2 + 2x - 3y + l = 0; (2,3) 

10 . y 2 - 5jc + 4y + 3 = 0; (3, 2) 

11. x 2 + y 2 = 5; (-2,-1) 

12. x 2 + y 2 = 25; (4, -3) 


13. 4* 2 + 9y 2 = 72; (-3, -2) 

14. 6x 2 + 3 y 2 = 54; (1, -4) 

15. x 2 - y 2 = -5; (2,-3) 

16. 5 y 2 - 2x 2 = 18; (-1, -2) 


17. x 2 + y 2 + 2x - 2y - 6 = 0; (1, 3) 

18. x 2 + y 2 - 3x + ly + 2 = 0; (2,0) 


19. 


(x - 2) 2 , (y + 3) 


+ 


= l; (4, — 3) 


20. 3x 2 + y 2 + 4x - 3y + 1 = 0; (-1, 3) 

21. 4x 2 - 3^ 2 + 6x - 2y + 12 = 0; (2, -4) 

22. y 2 - 2x 2 + 3x - 4y + 2 = 0; (-2, -2) 

23. x 2 + 4 xy - 3y 2 - 1 = 0; (2, 3) 

24. 10x 2 - 24 xy + 3^ 2 + 2x - 3y + 12 = 0; (1, 1) 

25. 3x 2 - 14x^ + 9x - ly + 30 = 0; (1, 2) 

26. 6x 2 - 2x^ + y 2 + 2x + 3^ - 60 = 0; (3, 0) 

27. 3x 2 - 12 xy + 3j> 2 + 6x - 4y - 55 = 0; (2, -1) 

28. 3x 2 - 6 xy + 3y 2 - 14x + 22^ = 0; (3, -3) 


* 29. Demuestre que la tangente a la curva cuya ecuaci6n es 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 
en cualquier punto de la curva tiene una ecuacidn de la forma 

A XlX + B + Cy iy + D + £ ( : ^—) + F = 0. 

[ Sugerencia : Efecttie una traslacibn de ejes con (h, k) = 

* 30. Demuestre que si la recta £ es tangente a la pardbola (P cuya ecuacibn es 

y 2 = 4 px en el punto A(xi,^i) sobre (p, entonces £ interseca al eje x 
en el punto B(— x l9 0). [Sugerencia: Emplee el Ejercicio 29.] 

* 31. Emplee el resultado del Ejercicio 29 para demostrar que la pendiente m 

de la tangente estd dada por 

_ 2Ax\ -\~ Byi -j - D 
m = ~ lix^+hCyi + E ' 








196 Capftu/o 5 


Otros m6todos 

5—5 Obtenci6n de tangentes por el mfrtodo 
del discriminante (Optativo) 

Se vio en la Seccibn 5— 4 que se puede pensar que la recta «£ x tangente a la 
curva C en el punto Sx de 6 es la posicibn limite (si existe dicha position 
Hmite) de la recta <£ 2 que pasa por los puntos Si y S 2 , cuando S 2 tiende a 
Si sobre G. En esta seccion, se estudiard esta situation desde un punto de 
vista ligeramente distinto. Refiriendose a la Figura 5—5, pdgina 192, se ve que 
la recta £ 2 interseca a la curva G en dos puntos Si y S 2 . Cuando S 2 
tiende a Si, y £ 2 tiende a £i, los dos puntos de interseccibn de £ 2 con G 
se acercan el uno al otro, hasta que, intuitivamente, se convierten en un solo 
punto, al llegar <£ 2 a la posicibn Hmite de £]. Por lo tanto, intuitivamente se 
puede pensar que el punto de tangencia es un punto de “doble intersection”. 
Este concepto es andlogo al de una raiz “doble” de una ecuacibn cuadrdtica. 
Recuerdese de estudios de dlgebra que la formula cuadrdtica 


— b =t \ b 2 — 4ac 
X ~~ 2 a 

determina las raices de la ecuacibn ax 2 + bx + c = 0, a ^ 0, en terminos 
de los coeficientes reales a, b y c. El valor del discriminante b 2 — 4 ac, 
determina la naturaleza de las raices. Asi para b 2 — 4 ac > 0, hay dos raices 
reales distintas, mientras que si b 2 — 4 ac = 0, hay s61o una raiz real que se 
puede pensar intuitivamente es una raiz “doble”, si se piensa que el 
discriminante es una variable que tiende a cero. En la Figura 5-7 se muestra 
esta situacion grdficamente. 





Se pueden combinar los conceptos de “punto de interseccibn doble” y de 
“raiz doble” de una ecuacibn cuadrdtica para construir un artificio que 
permite calcular cudles son las tangentes a las secciones cbnicas, como se 
ilustra en los siguientes ejemplos. 

Una recta y una cbnica no degenerada tienen 0, 1 b 2 puntos en comtin. 
Tienen exactamente un punto combn si y solo si, o bien la recta es tangente a 
la seccibn cbnica, o bien, en el caso de que la seccibn cbnica sea una pardbola, 
si la recta es paralela a su eje, y si la seccibn cbnica es una hiperbola, la recta 
es paralela (pero no coincidente) a una de sus asintotas. 
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Ejemplo 7 . 


So/ucidn: 


Dos rectas que pasan por el punto R(—3, 4) son tangentes a la 
parabola (p cuya ecuacion es y 2 = \6x. Obtenga las ecuacio- 
nes de estas rectas. 

Notese primero que la recta vertical que pasa por R(—3, 4) no 
tiene ningun punto en comun 
con la parabola, pues para 
cada punto de la parabola se 

y 2 

tiene * = — > 0, y en conse- 

cuencia x ^ —3. Cualquier 
recta no vertical que pase por 
R(— 3,4) tiene una ecuacion 
de la forma 

y — 4 — m(x + 3), 
o bien 

y — mx + 3m + 4. (1) 

Si se resuelve esta ecuacion 
simultaneamente con la ecua¬ 
cion y 2 — 16x, la solucidn (o soluciones) que se obtienen son 
las coordenadas del (o los) punto(s) de interseccidn de la recta y 
la par&bola. 

Si m = 0 en la Ecuacion (1), la recta es paralela al eje de la 
parabola; existe pues un solo punto de interseccidn en este 
caso, pero no es un punto de tangencia. 

Si se despeja a x en funcion de y y m, m ^ 0, en la 
Ecuacion (1) se obtiene 

_ y — 3m — 4 



Sustituyendo este valor de x en la ecuacidn y 2 = I6x, se 
obtiene 

my 2 = 1 6y — 48m — 64, 

° ^ en my 2 — \6y + 48m + 64 = 0. (2) 


Comparando esta ecuacion con la ecuacion ay 2 + by + c = 0, 
a 5 * 0, se ve que a — m, b — — 16, y c = 48m + 64. El 
discriminate de (2) es entonces 


( — 16) 2 — 4(m)(48m + 64) = 256 — 192m 2 — 256m 

= —192m 2 - 256m + 256. 


Ahora las soluciones de la Ecuacion (2) son las coordenadas 
v de los puntos de interseccion de la recta con la pardbola. 
Para que exista tangencia, se desea que estos puntos sean uno 
solo; es decir, se desea que la Ecuacion (2) con m ^ 0, tenga 
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una sola solucion. Para que esto suceda el discriminante de (2) 
debe ser 0: 

— 192m 2 - 256m + 256 = 0, 

6 

— 64(3 m 2 + 4m — 4) = 0. 

Esta ecuacidn es equivalente a 

(3m — 2)(m + 2) = 0, 


de donde se tiene 

m = § 6 m = —2. 

Las ecuaciones de las rectas que pasan por R( —3, 4) con 
pendientes § y — 2, respectivamente, son 

y — 4 = §(x + 3) y y - 4 = -2(x + 3), 

6 

2x *— 3 y -|- 18 = 0 y 2x -f~ y -|- 2 = 0 j 

y por lo tanto estas ecuaciones son las ecuaciones de las dos 
tangentes pedidas. 

En el ejemplo 1, la ecuacion de las rectas y — 4 = m(x + 3), representa a 
una familia de rectas que pasan por el punto R(—3,4). (Vease la Figura 
5 — 8.) La pendiente m recibe el nombre de parametro de la familia, puesto 
que cada valor de m define a un miembro de la familia, del mismo modo que 
el parametro ren una ecuacidn parametrica vectorial de una recta (p&gina 49) 
determina un punto sobre la recta. La recta vertical, cuya ecuacion es 
^ = —3 tambien es miembro de esta familia. 




Figura 5—8 Figura 5—9 

El problema planteado en el Ejemplo 1 se puede considerar como el de 
seleccionar de los miembros de esta familia aquellos dos que son tangentes a la 
parabola (rectas de color en la Figura 5 — 9). 
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El siguiente ejemplo se refiere a otra familia de rectas en la cual todos ios 
miembros tienen la misma pendiente. 

Ejemplo 2. Obtenga las ecuaciones de las rectas 
de pendiente f que son tangentes a 
la elipse 8 cuya ecuacion es 

5x 2 + 3y 2 — 17 = 0. 

So/ucion: Cada miembro de la familia de 

rectas de pendiente f tiene una 
ecuacibn de la forma y = fx + b. 

Sustituyendo a y por f x + b en la 
ecuacion de la elipse se obtiene 

5.x 2 + 3$x + b) 2 - 17 = 0, 

5* 2 + -17-0, 

5x 2 + &(25x 2 + 60bx + 36b 2 ) — 17 = 0, 

60x 2 + 25x 2 + 606jc + 36 b 2 - 204 = 0, 
o bien 

85.x 2 + 60bx + 36b 2 - 204 - 0. 

El discriminante de esta ecuacibn es 

(60 b) 2 - 4(85)(36Z> 2 - 204), 

o bien 

240( —36b 2 + 289). 

Igualando el segundo factor a 0, tenemos 

-36b 2 + 289 - 0, 

o bien 

b 2 = W' 

Entonces, 

b = o bien b = 

Sustituyendo a b en la ecuacion y = fx + b por \ 7 - y 
—sucesivamente, se obtienen las ecuaciones de las tangen¬ 
tes pedidas, 

5x — 6y + 17 = 0 y 5x — 6y — 17 = 0. 

Se puede emplear el metodo del discriminante para obtener una ecuacibn 
de la tangente a una seccion cbnica en un punto dado de la curva, como se 
muestra en el siguiente ejemplo. 
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Ejemplo 3: 


So/ucidn: 


Obtenga una ecuacion de la tangente en el punto S(3, 4) a la 
hiperbola 3C cuya ecuacion es 


* 2 


= 1 . 


Notese primero que S estd sobre 3C, puesto que 
— 8=1. La recta vertical que 
pasa por S tambien contiene al 
punto T(3, —4) en comun con 3C; 
por lo tanto, esta recta no es tangen¬ 
te a JC. Cualquier recta no vertical 
que pase por S tiene una ecuacion 
de la forma 

y — 4 = m(x — 3), 

o bien 

y = 4 + m(x — 3). 

Sustituyendo este valor de y en la 
ecuacion dada de 3C, se obtiene 





2 [4 + m(x - 3)] 2 


= 1 , 


(2 — m 2 )x 2 + ( — 8m + 6m 2 ) x + (—9m 2 + 24m — 18) = 0. 

(3) 

Si 2 — m 2 = 0, entonces la recta es paralela a una 
asintota de la hiperbola, puesto que las pendientes de las 
asintotas son ±\/2; hay un solo punto de interseccibn para 
m = dtV2, pero no es un punto de tangencia. 

Si 2 — m 2 0, entonces la Ecuacion (3) tiene dos raices, al 
menos que su discriminante sea 0: 


(—8m + 6m 2 ) 2 — 4(2 — m 2 )(—9m 2 + 24m — 18) = 0. 


Esta ecuacion se reduce a 

16(2m - 3) 2 = 0, (4) 

que es equivalente a 

2m — 3 = 0, 6 m = f. 

La recta que pasa por S y que tiene pendiente § tiene una 
ecuacion 


y = 4 + I (x - 3), 

6 

3x — 2>> — 1 = 0, 


y por lo tanto esta es la ecuacion de la tangente pedida. 
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En el Ejemplo 3 no es en realidad necesario verificar al principio que el 
punto dado S este sobre la seccion cdnica 3C. El hecho de que solo hay un 
valor de m en el conjunto de soluciones de la Ecuacidn (4) implica que S estd 
sobre 3C. Si hay dos valores m e 51 en el conjunto de soluciones, como en el 
Ejemplo 1, pdgina 197, entonces el punto dado estd “fiiera” de la seccidn 
conica dada; es decir, cualquier porcion conexa de la seccidn cdnica 
presentaria una apariencia convexa al ser vista desde el punto. Si no existe 
m E (R en el conjunto de soluciones (por ejemplo, si la ecuacion que determina 
m es m 2 + 1 = 0), entonces el punto estd “dentro” de la conica. 

Para comparar tecnicas se suguiere emplear el metodo mds general que se 
ha presentado ahora para resolver el Ejemplo 4, pdgina 127. 


Ejercicios 5—5 


En los Ejercicios 1— 8,obtenga ecuaciones de todas las rectas que pasan por 
el punto S y que son tangentes a la curva cuya ecuacidn se da. 


1. S(0,0); y = x 2 + 4 

2. S(0,0 );y = x 2 + 1 

3. S(0, 0); x = y 2 + 9 

4. S(0, 0); x = -y 2 - 1 


5. S(—3, 3); y 2 + 3x = 0 

6 . S(— 1, 0); x 2 + ^ + x = 0 

7. S(0, -3); x 2 + y + 1 = 0 

8 . S(3,0);^ 2 - 4x + 8 = 0 


En los Ejercicios 9—14, obtenga ecuaciones de todas las rectas que tienen la 
pendiente dada y que son tangentes a la curva cuya ecuacidn se da. 


9. m = l;x 2 + y 2 = 8 

10. m = f; x 2 + y 2 = 13 

11. m = 1; j> 2 = 4x - 8 


12. m = 1; y 2 = 4x 

13. m — 2; 3x 2 + 2y = 0 

14. m = — \\y 2 — 6x = 0 


En los Ejercicios 15—20 / obtenga ecuaciones de todas las rectas que cumplen 

con las condiciones dadas. 

15. Tangente a la curva cuya ecuacion es x 2 + 4 y 2 — 4x + 6 y = 0, y es 
miembro de la familia con ecuaciones de la forma y = fx + b. 

16. Tangente a la curva cuya ecuacion es y 2 — 3x + 2y + 1 = 0, y es 
miembro de la familia con ecuaciones de la forma y = fx + b. 

17. Tangente a la curva cuya ecuacion esy — 4 — x 2 ,y P asa P or punto 

R( °, 5). 

18. Tangente a la curva cuya ecuacion es x 2 + y 2 + 4y — 16, y pasa por el 
punto R(2, 4). 

19. Tangente a la curva cuya ecuacion es x 2 + 4j> 2 = 4, y es paralela a la 
grafica de x — 2>> = 0. 

20. Tangente a la curva cuya ecuacion es x 2 + y 2 = 40, y es paralela a la 
grdfica de 3x — y = 4. 

21 - Demuestre que si la recta cuya ecuacion es y = mx + k es tangente a la 
parabola cuya ecuacion es>> 2 = 4 px, entonces k = — . 
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* 22. Demuestre que si la recta con ecuaci6n y = mx + k es tangente a la 
elipse cuya ecuacion es 

2 2 
*- + 2-=i 

entonces 


k = + b 2 . 


* 23. Demuestre que si la recta con ecuacion y — mx + k es tangente a la 
hiperbola que tiene por ecuacion 


entonces 


2 2 

_ y = i 

a 2 6 2 ’ 


/c = ±Va 2 m 2 - 6-\ 


Resumen del cap/tulo 

1. Si se trasladan los ejes jc y >> de tal forma que el origen del nuevo sistema 
de coordenadas este en un punto de coordenadas x'y y f sean (A, k), 
entonces las viejas coordenadas (x, y) y las nuevas coordenadas (*', /) de 
un punto estdn relacionadas por las ecuaciones 

x = x' + h 
y = / + k 

o, equivalentemente a traves de 

x f = x — h 
/ = y - k. 

2. Las traslaciones y rotaciones de ejes se emplean para transformar una 
ecuacion que no este en una forma familiar a una forma tal que la 
naturaleza y propiedades de su grdfica se puedan determinar por 
inspeccion. 

3. Completando cuadrados en x y y se puede escribir una ecuacibn de la 
forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, A * 0 y C ^ 0, 

o bien, 

A(x — h ) 2 + C(y — k ) 2 = q , donde q es constante. 

Si A 9 ^ 0 y C = 0, entonces se puede escribir la ecuacion en forma 
equivalente como A(x — h ) 2 = q(y — k) 6 A(x — h ) 2 = q. Si A = 0 y 
0, las formas son C(y — k ) 2 — q(x — h) y C(y — k ) 2 — q. Enton¬ 
ces, empleando una traslacion de ejes con x' = x — h y y r = y — k, se 
puede transformar estas ecuaciones a formas ordinarias cuyas grdficas se 
reconocen fdcilmente. 
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4. La interseccion de un piano con un cono circular recto de dos ramas 
recibe el nombre de seccion conica. Si el piano no pasa por el vertice del 
cono, entonces la interseccion es una circunferencia, elipse, pardbola o 
hiperbola. Si el piano pasa por el vertice del cono entonces la interseccion 
es un punto, una recta, o un par de rectas que se intersecan; estas 
intersecciones reciben el nombre de conicas degeneradas. Otras conicas 
degeneradas son un par de rectas paralelas distintas y el 0. 

5. Cada uno de los lugares geometricos mencionados en el p&rrafo 4 tiene 
una ecuacibn de la forma 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 

donde no todos los numeros A, B y C son nulos. Reciprocamente cada 
ecuacibn de esta forma tiene como grdfica a uno de los lugares 
geometricos mencionados. 

6. Si se rotan los ejes x y y alrededor del origen un dngulo <£, entonces las 
nuevas coordenadas (x', y') de un punto estdn relacionadas con las viejas 
coordenadas (x,y) a traves de 

x' = x cos cj> + y sen</> 
y' = —x sen<£ + y cos <f> 

o lo que es equivalente a traves de las ecuaciones 

x = x' cos <t> — y f sen <t> 
y = x' sen </> + y* cos <j>. 

7 . ,Para una ecuacion de la forma 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, A, B, C no todos 0, 

se puede obtener una ecuacion equivalente en las variables x' y y f en la 
cual el coeficiente de x' y y f es 0, mediante una rotacibn de ejes. Si 
A C, entonces <t> queda determinado por la ecuacion 

tan 2* = j4c‘ 

7T 

Si A = C, entonces 2 </> no esta definido y se conviene en que <t> = - . 

8. La caracteristica 4 AC — B 2 de una ecuacion de segundo grado en dos 
variables es invariante bajo una rotation de ejes; es decir, 

4 A'C' - B' 2 = A AC - B 2 . 

La expresion A + C tambien es invariante bajo una rotacion. 

9. La grafica de una ecuacion de segundo grado en dos variables es 

una circunferencia o una elipse si 4AC — B 2 > 0 (un punto, 0), 
una parabola si 4 AC — B 2 = 0 (una recta, dos rectas paralelas, 0), 
una hiperbola si A AC — B 2 < 0 (dos rectas que se intersecan). 
Las graficas que se mencionan entre parentesis son los casos degenerados. 
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10. Si una recta y una conica no degenerada tienen exactamente un punto en 
comun, entonces, con las dos siguientes excepciones, la recta es tangente a 
la seccion conica en el punto en comun. 

Excepciones: Una recta paralela al eje de una pardbola, y una recta 
paralela, pero que no coincide con, una asintota de una hiperbola. 

11. Una ecuacion de la recta tangente en el origen a la grdfica de 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey = 0 (F = 0), 
en donde al menos uno de los numeros D y E es no nulo se tiene 

Dx + Ey = 0 . 

12. Para obtener una ecuacion de la tangente a una seccion conica en el punto 
S(A, k) que no sea el origen: 

1. Trasladense los ejes coordenados de modo que el origen del sistema x f 
y / este en el punto S (h, /c), y obtengase la ecuacion de la conica en 
las variables x' y y' bajo esta traslacidn. 

2. Empleese el resultado mencionado en el pdrrafo 11 para encontrar una 
ecuacion de la tangente en las variables x'y y r . 

3. Transformese esta ecuacion, en la ecuacidn requerida efectuando una 
traslaeion de ejes de modo que los ejes queden en su position original. 

13. (Optativo) Para un punto dado S, las ecuaciones de todas las tangentes a 
una seccion conica C, que pasan por S se pueden obtener por el metodo 
del discriminante. Existen dos tangentes tales si S estd “fuera” de C, y 
nunguna si S estd “dentro” de e. 


Ejercicios de repaso del capitulo 

En los Ejercicios 1—4, obtenga una ecuacidn en las variables x # y y' de la 
grafica de la ecuacion dada en las variables x y y si el origen del sistema x' y 
y' estd sobre el punto cuyas coordenadas se dan. 

1. 4x 2 — 9v 2 + 24* - 3 6y— 60 = 0; (-3, -2) 

2. * 2 + y 2 - 8 * - 12 y + 27 = 0; (4, 6 ) 

3. * 2 — 4* + 3>> + 2 = 0; (2, -1) 

4. y 2 - 87 - 4x + 12 = 0; (-1,4) 

En los Ejercicios 5—8, obtenga una ecuacion cartesiana de la seccion conica 
que satisface las condiciones dadas. Trace un esquema de la curva. 

5. Circunferencia con centro en S(3, — 4) y radio 5. 

6 . Elipse con focos en F 1 (— 1, 8 ) y F 2 (— 1, 2) y con eje menor de longitud 8 . 

7 . Pardbola con vertice en V(2, 7) y foco en F(2, 3). 

8 . Hiperbola con centro en S(2, 4), con eje transversal de longitud 10 y con 
excentricidad 
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9. Encuentre las coordenadas x' y y* de un punto cuyas coordenadas U, y) 
son (5, —3) si se rotan los ejes un dngulo de 30°. 

10. Obtenga una ecuacion en las variables x' y y r de la grdfica de lx 2 + 3 xy 
— 2 y 2 = 25 si se rotan los ejes un dngulo de 45°. 

11 . Obtenga una ecuacion en las variables x' y y' de la grdfica de 8x 2 + 12 xy 
+ 13 y 2 = 884 si se rotan los ejes un dngulo tal que 

2 3 
cos 0 = — = y sen d> =- 

V\3 y Vn 

12. Rote los ejes jcyyde modo que una recta <£ con ecuacion 3x + 4y = 1 
tenga una pendiente 0 con respecto a los ejes x* y y', y obtenga una 
ecuacion en las variables x' y y' de esta recta. 

13. Emplee la caracteristica 4 AC — B 2 para identificar el tipo de grdfica 
correspondiente a cada una de las siguientes ecuaciones: 

(a) 3x 2 — 12 xy — 3y 2 + 2x — 4y + 5 = 0; 

(b) x 2 - 7 xy + 12y 2 - 3x + 8y - 21 = 0; 

(c) lx 2 + 5 xy — 4 y 2 + x — 2y + 17 = 0. 

14. Mediante una rotacion de ejes obtenga una ecuacion en las variables x f y 
y f que carezca de termino en x' y y f y que sea equivalente a la ecuacion 

4x 2 + 4 xy + y 2 — 24x + 38>> — 139 = 0. 

Emplee una traslacion de ejes para obtener una ecuacidn equivalente en 
las variables x" y y" que carezca de terminos de primer grado. 

15. Obtenga una ecuacion de la tangente en el origen a la curva dada por 

8 x 2 - 6 xy + 9 y 2 + 13x - 24 y = 0. 

16. Obtenga una ecuacion de la recta que es tangente en el punto S(2, —2) a 
la curva cuya ecuacion es 3x 2 + 8 xy — 4y 2 + 5x — ly + 12 = 0. 

17. Obtenga las ecuaciones de las tangentes en el origen a la curva dada por 
la ecuacion x = y 2 — y + 1. 

18. Obtenga las ecuaciones de todas las rectas de pendiente —1 que son 
tangentes a la curva cuya ecuacion es x 2 + y 2 = 25. 



Propiedades de reflexidn de las secciones cdnicas 


Los gigantescos radiotelescopios de Parkes, Australia y Jodrell Bank, 
Inglaterra, asi como el de Andover, Maine y todos los demds radiotelesco¬ 
pios, son telescopios ref/ectores. Esto quiere decir que por reflexidn 
concentran ondas de radio paralelas, incidentes, ddbiles en un punto focal, 
como se ilustra a la izquierda. Estos telescopios reflectores se usan para 




estudiar sistemas gatecticos distantes, cu£sares, etc., asf como para observar 
y ayudar a dirigir vehfculos espaciales. 

La mayorfa de los telescopios astrondmicos destinados a recolectar luz 
emplean el mismo principio de reflexidn, en lugar del principio de refraccidn 
que se ilustra a la derecha. 

El principio de reflexidn se usa inversamente 
en los faros de los automoviles, que arrojan un 
haz de rayos casi paralelos emitidos por un 
pequeno foco electrico. 

Teoricamente la superficie reflectora de un 
telescopio reflector tiene la forma de un paraboloide de revolucidn, es decir, 
de una superficie generada por la rotacidn de una pardbola alrededor de su 
eje (vease el Capitulo 10). Algunos de los grandes radiotelescopios reflectores 
cubren una regidn tan extensa de la superficie de la Tierra que deben 
construirse mediante un gran numero de pequenos paneles reflectores que 
estan colocados en puntos discretos sobre un paraboloide de revolucidn. El 
eje y el foco de la pardbola son el eje y el foco respectivamente del 
paraboloide, y las ondas inciden paralelas al eje reflejcindose por el foco. 

Incidentalmente la palabra "foco" se dejiva de la palabra latina que quiere 
decir "hogar" o "chimenea". Fue introducida al lenguaje cientifico por 
Johann Kepler (1571 — 1630) en 1604. 

Considerese ahora el por qud una parabo¬ 
la (y en consecuencia un paraboloide de 
revolucidn) tiene la propiedad de reflexidn 
que se menciono anteriormente. Solo debe 
recordarse de Ffsica, que cuando la luz, o una 
onda de radio, se refleja en una superficie 
lisa, el Angulo 90° — 0 de reflexidn tiene la misma medida que el dngulo 
90° — a de incidencia. 

La parabola (P cuya ecuacion es y 2 = 4 px, P > 0, tiene su eje sobre el 
ejex. Sea £, la recta paralela a ese eje y que interseca a (P en el punto 
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A(X\, /i), como se muestra en la figura siguiente, y sea 3 la recta tarr 
gente a (P en A. Sea a el Sngulo entre £ y 3 sea (3 el Angulo entre 3 y el 



segmento AF, y sea 7 el Angulo formado por 3 y el eje de (P como se 
muestra en la figura. Es claro que, 

m°(y) = m°(a), (1) 

puesto que £ es paralela al eje x. 

Sea B el punto de interseccion de3 con el eje de la parabola. Se vioenel 
Ejercicio 30, p£gina 195, que las coordenadas de B son (-x,.0). 

Sea C el punto de interseccion de £ con la directriz de la parabola. Enton- 
ces las coordenadas de C son (— p. /,). 

Obsbrvese en la figura que c/(A, C) = x, + p y tambten que d(B, F) = 
x, + p. Por lo tanto 

d(B, F) = d{A, C). (2) 

Notese tambi^n que por definicibn de parbbola, 

d(A, F) = d{A. C). (3) 

De las Ecuaciones (2) y (3( se sigue que 

d(A.F) = d(B.F). 

y segun esto ABF es un triSngulo isbsceles con vbrtice en F. Por 
consiguiente, 

/77°(j3) = m°{y). (4) 

De las Ecuaciones (1) y (4) se sigue que 


y entonces 


m°(l3) = m°(a). 
m°(90° - p) = /77°(90° - a). 


Tenemos pues que, por el principio fisico de reflexidn, las ondas 
incidentes paralelas al eje se reflejan en forma tal que pasan por el foco. 
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Este gigantesco radiote/escopio, situado en 
Parkes, Australia tiene un did metro de 64 my 
recibe ondas de radio provenientes del siste- 
ma solar, la ga/axia y de nebulosas extraga- 
Idcticas. 



La elipse y la hiperbola tienen tambten propiedades de reflexidn que son 
interesantes. Se pueden obtener analfticamente por el mismo m6todo que se 
empled en el caso de la parabola, pero aqui se presentar£ un argumento mSs 
intuitivo. 

Si un hombre desea llegar lo m3s pronto que sea posible del punto A al 
punto B, tocando en el trayecto la pared MN, como se muestra en la figura. 



^Que trayectoria debe elegir? Suponiendo que el terreno sea piano, y 
despreciando el tiempo que tarda en dar vuelta al tocar la pared, naturalmen- 
te eligina recorrer segmento de recta del punto A al punto C sobre MN y 
despues del punto C al punto B. ^Pero c6mo elegir el punto C? La contesta- 
ci6n a esta pregunta es simple si se piensa en la reflexidn B' de B sobre MN, 
es decir, en el punto sobre la recta perpendicular a MN que pasa por B y que 
est£ a la misma distancia de MN que B, pero que est£ al otro lado de MN. El 
hombre debe caminar directamente hacia B' hasta llegar al punto C sobre 
MN, y de allf debe dirigirse directamente de C a B. 



A 


En la figura anterior se ve que 

7\D + Z5ZT' > AC 4- ~CB } 
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donde D es cualquier punto de MN que sea distinto aC,y que por lo tanto 

AD + DB >AC + CB. 

En la figura se ve tambten que 

rrf(p) = nf(y). 

y que 

m°(y) = m°{a), 

y que por lo tanto 

m°(0) = m°(a) y m°(90° ~ fi) = m°(90° - a). 

Por consiguiente el punto C estci tcmbien caracterizado por el hecho que 
el Angulo 90° — 0 de reflexidn es de la misma medida que el Angulo 90° — a 
de incidencia. 

Considerese ahora que los puntos Ay B son los focos de una elipse 8 y 
MN es una recta tangente a 8 en el punto C. Si el viajero debe tocar MN en 



algun punto al ir de A a B, ^Qud punto de MN debe elegir? En la figura se ve 
fdcilmente que 


AD + DB > AD ' + D'B . 


Pero por definicidn de elipse, tambidn se tiene que 


AD' + D'B = AC + CB. 

Por lo tanto, 

AD + DB >AC + CB f 


y segun esto el viajero debe elegir el punto de tangencia para completar el 
recorrido en el minimo tiempo posible. 

De esto se sigue que, una recta tangente a una elipse forma angu/os de la 
misma medida con los radios focales que van a! punto de tangencia. 

En el ejemplo anterior se puede reemplazar al viajero por un rayo de luz, y 
a la pared por una superficie reflectora, puesto que, debido al Principio de 
Fermat, la luz viaja tambidn de A a B tocando la pared en forma tal que el 
tiempo total sea minimo. 

Esto indica que si se coloca material combustible de un foco de un 
reflector elfptico, este material se puede encender colocando una fuente de 
calor en el otro foco. 
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La caldera solar que se muestra en su 
etapa de construccidn y en su forma 
final a la derecha, est& situ ad a en 
Odeillo, en los Pirineos franceses. La 
superficie reflectora de este espejo 
parabdlico mide 54 X 40 m, formada 
por muchos espejos pequenos. 




El mismo principio se aplica a las "galerias del murmullo". Un alfiler que 
se deje caer sobre el punto focal de Mormon Tabernacle en la ciudad Salt 
Lake, se escucha f£cilmente en el otro foco que est£ a una distancia 
considerable. 

Se cuenta que las paredes del Ratskeller en Bremen eran de forma mSs o 
menos eliptica, y que los consejales de la ciudad se enteraban muy a tiempo 
de lo que acontecfa en la ciudad bebiendo vino tranquilamente en una mesa 
que estaba cerca de un punto focal, mientras que los ciudadanos se 
divertian en otra mesa cerca del otro punto focal. 
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Una recta MN que sea tangente a una hipbrbola forma tambibn bngulos 
de la misma medida con los radios focales que van al punto 5 de tangencia; 
es decir, en la siguiente figura 

m°{<x) = m°(y). (5) 



Si j8 es el complemento del Angulo de reflexibn de un rayo de luz que va 
de F\ a S en el espejo hiperbblico que se muestra, entonces 

m°{ 90° - 0) = /7?°(90° - a) 

puesto que el bngulo de reflexibn tiene la misma medida que el bngulo de 
incidencia. Entonces, 

m°(p) = ATT 0 (a). (6) 

Por lo tanto, debido a las Ecuaciones 5 y 6 

m°(P) = m°(y), 

y segun esto el rayo se refleja a lo largo de una prolongacibn del segmento 
T^S. Por lo tanto, parece que el rayo provenga de f 2 - 

Una aplicacion importante de los espejos hiperbblicos es el Telescopio 
Cassegrain, que emplea tanto un espejo parabblico como un hiperbblico. El 
foco escondido del espejo Cassegrain coincide con el de un espejo 
parabblico, y por lo tanto la luz que proviene del espejo parabblico y que 
parece converger hacia un foco se refleja totalmente en el otro foco. 




A lo largo de este capftu/o se estudiar£n varias tdcnicas 
para trazar grdficas de po/inomios y de func/ones 
racionales. Tambten se discutiran t&cnicas para sumar 
ordenadas y para trazar grdficas de ecuaciones 

pararnGtricas. 
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Trazo de grgficas de polinomios y funciones rationales 


6—1 Polinomios 


En estudios anteriores se menciona que una funcion/es un conjunto de pares 
ordenados (a, b ), en el cual no hay dos segundas componentes que correspon- 
dan a la misma primera componente. El conjunto formado por las primeras 
componentes reciben el nombre de dominio de la funcion, y el conjunto 
formado por las segundas componentes se llama el rango* de la funcibn. La 
asociacion de los elementos del dominio con los del rango, formando pares, se 
lleva a cabo frecuentemente mediante una formula, tal como x 2 + 2 x, en 
donde la variable x denotaa unelementodel dominio y la variable y = x 2 + lx 
al elemento asociado del rango. El elemento particular y que se asocia al. 
elemento dado x en la funcion/se denota mediante /(x) (lease “/de x”). Se 
emplean tambien otros simbolos como F y G para denotar funciones. 

En este libro se supondrd, al menos que se indique lo contrario, que el 
dominio de toda funcion que se menciona es el conjunto de ndmeros reales 
para el cual la formula empl^ada resulte en valores reales de los elementos del 

x 


rango. Asi las fbrmulas x 2 + 2x y 


(x — l)(x + 2) 


definen las funciones 


/= {(*,/(*)):/(x) = x 2 + 2x} 


y 

donde el dominio de la funcion/es (R, mientras que el dominio de la funcibn F 
es el conjunto de ndmeros reales excluyendo a 1 y —2. 

En el Capitulo 2 se estudiaron las funciones lineales que estdn defmidas por 
ecuaciones de la forma y — mx + b , que se pueden escribir como 

/(x) = a 0 x + a u a 0 9* 0. 

En el Capitulo 4 se estudiaron las funciones cuadr&ticas que son ecuaciones de 
la forma 

q(x) = a 0 x 2 + aix + a 2 , a 0 ^ 0. 

*Nota del T. Tambien se le suele llamar contradominio. 
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Estos son casos particulars de un tipo de funcion mds general, llamada 
funcion polinomial. Cualquier ecuacion de la forma 

P(x) = a 0 x n + ai*" -1 + a 2 x n ~ 2 + • • • + a n _ x x + a„, (1) 

donde las ai son constantes, a 0 ^ 0, y n es un entero no negativo, define una 
funcion polinomial P. El segundo miembro de la Ecuacion (1) recibe el nombre 
de polinomio de grado n. Por ejemplo, el polinomio x s — 4 es de grado 3, y el 
polinomio 7 es de grado 0. (La constante 0 recibe el nombre de polinomio 
cero; ya que no se le asigna ningun grado). 

Puesto que en la Ecuacion (1) el conjunto de valores de x es (R y las e (R, 
la funcion P tiene una grdfica en (R 2 y se dice que es una funcion polinomial 
real. Por conveniencia trazaremos las grdficas de funciones empleando un 
sistema de coordenadas x y y sin importar que designation se le de a la 
funcion. Asi diremos que P( 0) o /(0) es la intersection con el eje y de la 
funcion P o f\ o de cualquier otra funcion que se emplee. 

Al trazar grdficas de funciones polinomiales de grado mayor que 2 
usualmente es necesario prestar mds atencion a la localization en el piano de 
puntos, mds que en el caso de funciones lineales o cuadrdticas. Existen sin 
embargo varias propiedades de las funciones polinomiales que son fitiles al 
trazar sus grdficas. 

1. Termino dominante. Para valores de x con \x\ suficientemente grandes el 
primer termino a 0 x n , del polinomio que aparece en el segundo miembro de 

P(x) = a Q x n + ajx" -1 + • • • + a n , a 0 ^ 0, 

“domina” a los demas terminos del polinomio, en el^entido de que es mayor 
(tanto como se desee) en el valor absoluto que la suma de los terminos 
restantes. Como consecuencia se puede obtener la forma general de la grdfica 
de una funcion polinomial real en regiones relativamente lejanas del origen 
examinando el grado del polinomio y el coeficiente del termino de mayor 
grado. Si n es par (pero no nulo) y a 0 .e s negativo , entonces la grdfica se 
comporta como se sugiere en la Figura 6— 1(a). 



(a) 



Figura 6—1 
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Pero si n es par (pero no nulo) y a 0 es positivo entonces la grdfica se comporta 
como se indica en la Figura 6 —1(b). 

En la Figura 6—2 se muestran ejemplos de este comportamiento. 



(a) 


Figura 6—2 


lb) 


Por otra parte, si la funcion polinomial es de grado impar , entonces en 
regiones suficientemente alejadas del origen el comportamiento general es del 
tipo que se muestra en la Figura 6 — 3. 



Figura 

En la Figura 6 — 4 se muestran 
comportamiento. 



n impar tfo>0 


algunos ejemplos de este tipo de 
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P(x) = -*+l 
n= 1 a 0 = -1 

(a) 


P(x) = x 3 — x 
n = 3 a 0 = 1 

W 


Figura 6—4 


2. Puntos cnticos . En la Figura 6 —5 se muestran partes de algunas gr&ficas 
tipicas de funciones polinomiales. A1 examinar estas gr&ficas de izquierda a 
derecha se ve que a veces la grafica sube y a veces baja. Los puntos en los que 
deja de subir para empezar a bajar, o en los que deja de bajar para empezar a 
subir, se llaman puntos cnticos o maximos (mmimos) locales. 



Figura 6—5 


A1 estudiar calculo se demuestra que la grafica de una funcion polinomial 
real de grado n f n > 1, tiene a lo sumo n — 1 puntos cnticos, y que, de no ser 
este el caso, entonces tiene menos puntos cnticos que n — 1 y que la 
diferencia de n — 1 con este numero es un multiplo de 2. Por lo tanto, la 
grafica de una funcion polinomial de primer grado no tiene puntos cnticos 
(vease la Figura 6 —4(a)) y la grafica de una funcion polinomial de segundo 
grado tiene un punto critico (vease la Figura 6—2(a)). La grafica de una 
funcion polinomial de tercer grado puede tener dos puntos cnticos (vease la 
Figura 6-4 (b)) o puede no tener puntos cnticos (vease la Figura 6 —2(b)) o 
un punto critico (por ejemplo P(x) = x 4 ). Andlogamente la grafica de una 
funcion polinomial de quinto grado puede tener 4, 2 6 0 puntos cnticos. 
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3. Intersecciones con los ejes. La grdfica de 

P(x) = a 0 x n + a x x n ~ l + ••• + <»„, a 0 ^ 0, 

interseca claramente al eje 3 ; en a n . 

Los valores de x para los cuales 

a 0 x n + dix n ~ l + * * • + a n = 0 (2) 

son las intersecciones con el eje x. Son por lo tanto las raices de la ecuacion 
P(x) = 0. Estos valores de x se pueden obtener a veces por factorizacidn. Si 
no se pueden calcular, muchas veces se pueden obtener aproximadamente. 
Notese que una funcion P polinomial es continua (su grdfica no presenta 
interrupciones para x G (R). Por lo tanto, si para a < b, P{a) y P(b ) son de 
signo opuesto, entonces debe existir algun valor c, a < c < b 9 para el cual 
P(c ) == 0. La Figura 6 — 6 sugiere el porque esto es vdlido. 



P(b)< 0 


P(b)> 0 



(a) 


Figura 6—6 


(b) 


Al estudiar dlgebra se aprende que un polinomio de la forma (2) tiene a lo 
sumo n raices reales. Se sigue de esto que la grdfica de una funcidn polinomial 
de grado n tiene a lo mas n intersecciones con el eje x. Como se sugiere en las 
Figuras 6 —3 y 6-4, una funcion polinomial de grado impar tiene al menos 
una interseccion con el eje x. 

En el siguiente ejemplo se ilustra como se emplean los hechos antes 
mencionados para trazar la grdfica de una funcion polinomial. 


Ejemplo. Trace la grdfica de la funcion/definida por 

f(x) = x 3 - 2 x 2 - x + 2 . 

So/ucidn: Notese primero que el coeficiente del termino de grado mdximo 

del segundo miembro es positivo y que ese 
termino es de grado 3. Esto significa que la 
grdfica tiene una configuracion como la 
que se muestra en la figura, y que tiene a lo 
sumo dos puntos cnticos. Por inspeccion de 
la ecuacion que define la funcion se obtiene 
que la interseccion con el eje y es 2 . 



{Continua solucion) 
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Factorizando el polinomio que aparece en el segundo miembro 
de la ecuacion que define la funcion se obtiene 

x 3 - 2 x 2 - x + 2 = x 2 (x - 2 ) - (x - 2) 

= (x - 2)(x 2 - 1 ) 

= (x - 2)(x - l)(x + 1 ). 

Como esta expresion vale 0 cuando x es 2, 1 6 —1, estos 
numeros indican las intersecciones con el eje x. Por consiguien- 
te se conocen las coordenadas de los siguientes puntos de la 
grafica. 


X 

0 

2 

1 

-1 

y 

2 

0 

0 

0 


Para obtener un diagrama mas preciso se pueden identificar 
algunos otros puntos. Es decir, 

/(-!)=(- f) 3 -2(-|) 2 -(-!) +2 

= -¥-1 + 1 + 2= -4f 

/(-*) = (~?) 3 - 2(- i ) 2 - (- 4 ) + 2 
= —2+2+2 = If 

/#) = I ) 3 - 20) 2 -#) + 2 = ^- |- f + 2 = -f 

f(3) = 3 3 — 2(3 2 ) — 3 + 2 = 27 - 18 -3 + 2 = 8. 

Cuando se anaden los puntos (—f, — 4§), (— lj), (§, —f), 
y (3, 8), que se han obtenido, se obtiene la grdfica que se 
muestra a continuation. 
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Ejercicios 6 — 1 

En los Ejercicios 1—10, la ecuacion dada define una funcidn cuya grSfica tiene 
una de las siguientes formas generales. En cada caso identifique la forma o 
formas apropiadas. (En algunos casos pueden existir dos posibilidades). 



(a) ( b) (c) ( d) (e) (/) 

Ejemplo. F(x) = — 3x 3 + 2x 2 — x + 1 

Solucion: La grdfica de la ecuacion puede tener a lo sumo dos punto 

criticos, y el termino dominante del polinomio tiene coeficiente 
negativo. La unica posibilidad por lo tanto es (b). 


1. F(x) = - 2x 4 + * 2 - 3x + 2 

2. G(x) — 5x s — 2x 2 + 3x — 1 

3. H(x) — 2x 5 — 3x 2 + x — 5 

4. F(x) = -4x 3 + 3 jc 2 - 2x + 1 

5. G(x) — —x 5 + 2x s + x 2 — 3 


6. H(x) = x 4 — 2x 3 + 3x 2 — 2x + 1 

7. F(x) = Jx 3 — 3x 2 + 2x + 1 

8. G(x) = -|x 5 + x 4 - 3x 3 + 2 

9. H(x) = 4x 4 + x 3 - 2x 2 + 3x 
10. J(x) = 2x 5 — 3x 4 + 2x 2 — 5x + 1 


En los Ejercicios 11— 26,trace la gr£fica de la funcidn definida por la ecuacion 
dada. 


11 . f{x) = x 3 

12. g(x) - -2x 3 

13. fix) = x 2 - x 3 

14. g(x) - i(x 3 - x 2 ) 

15. F(x) = x 3 — 4x 2 + 3x 

16. G(x) - J(* 3 - x) 

17. /(x) = x 3 - 2x 2 - 5x + 6 

18. h(x) = x 3 — 3x 2 — x + 3 


19 . fi x ) = 

20. Fix) = -ix 4 

21. /(x) = x 4 - x 3 - 2x 2 + 3x 

22 . g(x) = x — x 4 

23. /(x) = (x - l) 2 (x - 2) 

24. g(x) = (x - 1)(4 - x 2 ) 

25. /(x) = x(l - x) 3 

26. g(x) = (x 2 - l)(x - 2) 2 


27. Demuestre que la grafica de y = ax 4 + /?x 2 + c tiene la propiedad de 
que si contiene al punto*(xi, y{), entonces tambien contiene al punto 
(—Xi, y\). Cualquier funcion cuya grafica tenga esta propiedad es una 
funcion par. Notese que la grafica de una funcion par es simetrica con 
respecto al eje v. 

28. Demuestre que la grafica de y = ax 5 + cx 3 + ex tiene la propiedad de 
que si contiene al punto (x\,yi), entonces tambien contiene al punto 
(—xi, — ^i). Cualquier funcion cuya grafica tenga esta propiedad es una 
funcion impar. Se dice que las funciones impares son simetricas con 
respecto al origen. 
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6—2 Funciones racionales. Asmtotas verticales 

Se define una funcion racional mediante una ecuacibn de la forma 


F(x) = 


fix) , 

g(x) 


donde f(x) y g(x ) son polinomios que no tengan factores comunes que 
contengan a x, y donde g(x) no es el polinomio cero. 

Contrariamente a lo que sucede en el caso de los polinomios, una funcion 
racional puede tener un dominio que no sea (R. Claramente, cualquier valor 
de x para el que g(x) — 0 debe excluirse del dominio. Si g(c) = 0, entonces 
f (c) 9* 0 pues f (x) y g(x) no tiene factores comunes que contengan a x. La 
existencia de un numero real c tal, dd a la grdfica de una funcion racional un 
caracter propio, como se ve en lo que se expone a continuacion. Debido a que 
una funcion polinomial es continua si g(c) = 0 y /(c) ^ 0, entonces en la 

/(*) 

vecindad de c, |g(x)j debe ser muy pequeno, y 


g(x) 


debe ser muy grande. Si 


para un valor de x cercano a c,/(x) y'g(x) son del mismo signo entonces F(x) 
es grande y positivo; pero si f(x) y g(x) tienen signos opuestos, entonces F(x) 
es grande y negativo. 

Por ejemplo, el valor absoluto de la funcibn /definida por 

■ yr(x) = (T=lj(*T2j 

aumenta indefinidamente al acercarse x a 1 y —2, puesto que al estar x en la 
vecindad de 1 6 —2 el denominador de la fraccion es muy pequeno (es decir 
cercano a cero) mientras que el numerador se acerca a 1 6 —2. Por 
consiguiente la grafica de/se aproxima a las grdficas dex=ly x = — 2 
como sugieren las flechas que aparecen en la Figura 6—7. Claro esta que la 
curva no puede comportarse de todas estas formas puesto que es la grdfica de 
una funcion. Se pueden identificar las direcciones de esta grdfica en 
particular analizando los signos (+ 6 —) que estan asociados con el 



Figura 6—7 
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numerador y el denominador de la fraccion que define a la funcion, y de esta 
manera determinando el signo de la ordenada en varios intervalos de x. Un 
artiticio practico para llevar esto a cabo es una grdfica de signos. 

En la Figura 6 — 8 se muestra una grafica de signos de la funcidn 

x 

--——-— . La grdfica de signos se construye indicando en el renglon 

(jv l)(x + 2) 

superior el intervalo de numeros reales en el cual x es positivo (x > 0) y el 


- 

- 

- 

- 

+ 

+ 

+ 

+ > 

_ 

_ 

_■ 

_ 

_ 

+ 

+ 

+ J 
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_ 

+ 

+ 
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+ 

+ 

- 

+ 

+ 

+ 










-3 -2 -1 

A 


0 1 2 
A 

Figura 6—8 


x-\ 


x +2 


(jc-IXjc+2) 


intervalo en el cual x es negativo (x < 0). El segundo y el tercer renglon 
muestran, en forma analoga, en que intervalos x — 1 es positivo (x > 1) y 
negativo (x < 1), y donde x + 2 es positivo (x > — 2) y negativo 
(x < —2), Los signos del ultimo renglon se obtienen identificando aquellos 
intervalos en los que hay un numero par o impar de factores negativos 
respectivamente. Este ultimo renglon indica en que intervalos es positivo 
x 

~ ~— y en que intervalos es negativo. La letra A indica los valores 

yX 

de x que estdn excluidos del dominio de la funcion. 

La informacion que aparece en la Figu¬ 
ra 6—8 permite identificar las regiones en 
las que la grafica no tiene puntos. Estas 
regiones prohibidas estan sombreadas en la 
Figura 6 — 9. Combinando esta informacion 
con la que se obtiene de la Figura 6 —7 se 
puede trazar un esquema de la grafica, 
como se muestra en la Figura 6 — 9. En.la 
proxima seccion se estudiara el comporta- 
mierito de la grafica a la izquierda de 
x = — 2 y a la derecha de x = L 

Las rectas tales como las graficas de 
x — — 2 y x — 1 que aparecen en la 
Figura 6 — 9 reciben el nornbre de asintotas 
verticals. Er general, una asmtota es^ una 
recta a la cual una grafica se acerca 
indefinidamente (vease la Seccion 4-5.) 



Figura 6—9 
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Las relaciones que no sean funciones racionales pueden tener tambien 
graficas que tengan asintotas verticales. 

Ejemp/o. Obtenga las ecuaciones de las asintotas verticales de la grdfica 

x — 1 

de la funcion definida por f(x ) = . . De una repre- 

v9 — x 2 

sentacion grafica que muestre las regiones donde la grafica de 
la funcion no tiene puntos. 

Solucidn: Por inspeccion se ve que el denominador de la fraccion que 



a A 

define la funcion se anula cuando x = 3 y x = — 3. Puesto 
que el numerador no es 0 en ninguno de estos valores, las 
ecuaciones de las asintotas verticales son x = 3 y x = —3. 
Para 


x — 1 


el calculo de la grafica de signos requiere consideraciones 
adicionales, puesto que para \x\ > 3 el radicando 9 — x 2 es 
negativo y el denominador no esta 
definido. Se puede emplear la letra 
n para indicar este hecho. Las 
regiones prohibidas del piano se 
pueden determinar como se mues- 
tra en la siguiente figura. Las fie- 
chas pequenas de color sugieren el 
comportamiento asintotico de la 
grafica, y se ha trazado un diagra- 
ma de la grafica empleando las 
siguientes coordenadas: 




-2 

-1 

0 

1 

2 

y 

-1.3 

-0.7 

i 

3 

0 

0.4 
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Ejercicios 6—2 


En los Ejercicios 1 —28,(a) obtenga las ecuaciones de las asintotas verticales y 
(b) emplee una grbfica de signos como instrumento para identificar, e indicar 
en una figura, las regiones prohibidas del piano correspondientes a la relacibn 
definida por la ecuacibn dada. Emplee pequenas flechas para sugerir el 
comportamiento asintotico de la grbfica. 


2. g(x) 


5. f{x) = 

6. g(x) = 


17. F(x) = 

18. G(x) = 

19. H{x) = 

* 23. Mix) = 

* 24. Nix) = 

* 25. Qix) = 

* 26. Rix) = 

* 27. y 2 = 

* 28. y 


x + 1 
V ' x 2~-^16 
x — 1 


x\/x 2 — 4 

Vx2~~4 
“ x(x 2 - 1) 

X 

(x- 3)(x + 1) 
2 * 


3 

9. 

g(x) = 

2 

X 

(A - 1 )(a + 3) 

-2 

10. 

rix) = 

1 

X 

(a + 2)(a - 3) 

-4 

11. 

5(A) = 

X 

x — 2 

x -f- 2 

3 

12. 

/(A) = 

X 

x + 3 

x — 3 

2 

13. 

aix) = 

— x 

Xix+ 1) 

x~~2 

3 

14. 

bix) = 

—x 

x(x — 3) 

X + 1 

4 

15. 

c(a) = 

A 

x 2 - 4 

(a + l)(x - 2) 

2 

16. 

dix) = 

A 

9 - x 2 

(A - 3)(a+ 1) 

2x 

20. 

Fix) = 

A — 3 

(2a- + 1)(a - 2) 

A 2 - 4 

3a 

21. 

Gix) = 

2a + 1 

(2a + 3)(a - 1) 

a 2 — 3a — 10 

A + 4 

22. 

7/(a) = 

3a - 2 

x 2 - 9 

a 2 + 4a - 12 


Vx 2 — 2x — 8 





























224 


Capftulo 6 


6—3 Funciones racionales. Asfntotas horizontales y oblicuas 


La grdfica de una funcion racional puede tener tambien asintotas horizontales. 
Tales asintotas se pueden identificar como funciones racionales, es el caso 
definido por 

y=f&> = -h 

despejando a x como funcion de y. Asi se obtiene 

3y + 1 

X = '-5 

y 

y es evidente que la grafica de y = 0 (el eje x) es una asintota de la curva pues 
el numerador se acerca a 1 cuando el denominador se acerca a 0. 

Existe una forma mas comoda de identificar las asintotas horizontales, a 
saber, estudiando el comportamiento de /(x) a medida que x crece indefinida- 
mente. Se puede demostrar que la grafica de la funcion definida por 

y — fl 0* W H" ^1^ 1 + * * ‘ + Cl n s . 

y b 0 x « + b +-1- Z> m 5 1 ; 

donde a 0 , b 0 ^ 0 con my n enteros positivos, tiene una asintota horizontal 
en 

a. y = 0, sift < m; 

u a ° * 

b. v = ~, si n = m. 

b o 

c. Si « > m, la grdfica no tiene asintotas horizontales. 


Lo ariterior puede considerarse plausible puesto que al dividir tanto el 
numerador como el denominador de la fraccion que aparece en la Ecuacion (1) 
por x m ' se obtiene 


*0 


+ 


a i 


m—n-f 1 


+ 


■ 


6. + ^ + 


+ 


Si « < m, entonces x m ~ n es una potencia positiva y entera de x y al crecer 
|x|, cada termino que contiene una potencia de x en el denominador tiende a 0. 
Por lo tanto y tiende a cero, y la grdfica de y — 0 (el eje x) es una asintota. Si 
se hace unaconsideracion parecidas para el caso m — n se llega a la conclusion 

/ a 0 

de que la grafica de y - — es una asintota. Si n > m, entonces al crecer |x| 
tambien crece |^|. 

Ademds de la identificacion de las asintotas horizontales y verticales, y de 
las regiones prohibidas, hay otros conceptos que resultan utiles al trazar 
graficas de funciones racionales; a saber. 

1. Las intersecciones de la grdfica con los ejes x y y. 

2. El signo de los valores de y al adquirir x valores cercanos a las 
asintotas. 

3. Seleccionar algunos puntos de la grdfica. 
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Ejemplo 1. 


Solucidn: 


Termine la representacibn grafica de 

x 

J ~ <>“1)(x + 2) 

que se empezo en la Seccion 6—2. 

x 

Puesto que y = —z -r se ve que el grado del denomi- 

x z + x — 2 

nador es mayor que el grado del numerador y por lo tanto el 
eje x es una asintota horizontal. Se pueden obtener las 
coordenadas de algunos puntos, como los siguientes. 



Ejemplo 2. 


Solucidn: 


Trace la grafica de la funcion racional f definida por 

y ~ m = T+2' 

Por inspeccion se ve que hay una asintota vertical en x = —2. 
Por la afirmacion b de la pagina 224, hay una asintota 
horizontal en y — f, o sea 2. Elabo- 
rando una grafica de signos o reali- 
zando mentalmente con cuidado las 
operaciones de los signos de las 
expresiones 2x - 4 y x + 2, se 
obtiene la siguiente figura, que mues- 
tra las asintotas, asi como las regio- 
nes prohibidas en color gris. Divi- 
diendo 2x — 4 por x + 2, se escri¬ 
be la ecuacion que define la funcion 
en la forma 



8 



se ve que si x > — 2, entonces y < 2, y si x < —2, entonces 
y > 2. Por lo tanto, las regiones en color rojo tambien son 
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regiones prohibidas, y la grafica debe acercarse a las asintotas 
como lo indican las flechas. 

Si x = 0 entonces /(;c) = —2, y la unica interseccion con 
el eje y es —2. Si /(x) = 0, entonces x = 2, donde 2 es la 
unica interseccion con el eje x. 

Finalmente colocando en la figura algunos puntos de la 
grafica que esten en el segundo cuadrante, se localiza la 
posicion de la curva y se logra terminar el trazo que se muestra 
en la siguiente figura 



Vale la pena observar que cuando se escribe la ecuacidn del Ejemplo (2) en 
la forma equivalente 

xy -f- 2 y — 2x -(-4 = 0, x ^ —2, 


resulta claro que es la ecuacidn de una hiperbola, y efectuando una traslacion 
de ejes apropiada, la gr&fica tendria una ecuacion del tipo x'y' = k. Se ve que 
la hiperbola tiene su centro en (—2, 2). 

Si el grado del numerador es una unidad mayor que el grado del 
denominador, se presenta una situacion especial en lo referente a las asintotas. 
Considerese la funcion racional definida por 


y 


r(x) = 


x + 3 


( 2 ) 


Si se divide a 2x 2 + 3x + 5 por x + 3, obteniendose 


Asi que, 


2x - 3 

x + 3)2x 2 + 3x + 5 
2x 2 + 6x 

— 3x + 5 

- 3x - 9 

14 

r(x) = 2x - 3 + ~p "3 ' 
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Si \x\ crece. 


14 

x + 3 


se hace pequeno y es evidente que r(x) se acerca a 


2x — 3 por encima si x es positivo, y por debajo si x es negativo. Por lo tanto, 
la grdfica de a(x) = 2x — 3 es una asintota. Observese que aunque la 
asintota es una recta, no es paralela a ninguno de los ejes de coordenadas, es 
una asintota oblicua de la grdfica de la Ecuacion (2). Observese tambien que 
cuando se escribe la ecuacion en forma equivalente como 2x 2 — xy + 3x ~ 
3y + 5 = 0, x ^ — 3, se le reconoce como la ecuacidn de una hiperbola. 


Ejemplo 3. 


Trace la grdfica de la funcidn racional definida por 


y 


/(*) ^ 



Sofucidn: Por inspection se obtiene que hay una asintota vertical en 

x — 1, y que no hay asintotas horizontales. Si x = 0, 
entonces f(x)— 3, y 3 es la dnica interseccidn con el eje y. Si 
f(x) = 0 entonces x 2 — 2x — 3 = 0, (x — 3)(x + 1) = 0 y 
x = 3 6 x = — 1. Por lo tanto las intersecciones con el eje x 
son 3 y —1. Finalmente puesto que 



la grdfica de a(x) = x — 1 es una asintota oblicua. La grdfica 
se muestra en la siguiente figura. 



Si n > m + 1 en la Ecuacidn (1), pdgina 224, entonces el polinomio Q(x) 
que se obtiene al dividir el numerador por el denominador serd de segundo 
orden, o de orden superior. En tal caso la grdfica de la funcidn racional se 
aproxima a la grdfica del polinomio Q tanto como se quiera. 
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Ejercicios 6—3 


En los Ejercicios 1 —18,trace la grdfica de la funcidn racional definida por la 
ecuacion dada. 


1 .fix) - 

4 

10. 

G(x) = 

x — 2 

2. g(x) = 

8 

11. 

/<*) = 

x -|- 2 

3. /(x) = 

x 

12. 

g(x) = 

x - 1 

4. g(x) = 

X 

13. 

fix) = 

x -j- 3 

5. F(x) = 

2x 

14. 

g(x) = 

x - 4 

6. G(x) = 

3x 

15. 

/« = 

2x + 4 

7. g(x) = 

1 + 

16. 

A(x) = 

8. h(x) = 

x — 2 
x -j- 2 

17. 

g(x) = 

9. F(x) = 

X 

*18. 

fix) = 

(X+ 1)(X - 1) 


(x + 2)(x — 2) 

*+ 1 _ 

*2 + 2x - 3 
x — 1 

x 2 -f- x — 6 
2x 2 

x 2 — x — 6 
3x 2 

x 2 - 3x - 10 

x 2 + x + 1 
x — 1 

x 2 — 2x + 2 
x + 2 

4x 3 — 16x 2 — x + 4 
(x - 3)2 

1 + 2x — x 2 — 2x 3 
(X - 2)2 


En los Ejercicios 19—24,1a ecuacibn determina una relacibn que no es una 
funcibn. Trace una grbfica de la relacibn. 


19. y 2 = 


22 . y 2 = 


3x 2 - x 3 
x+ 1 


20 . y 2 = 


21 . y 2 = 


x 3 - 8 
2x 
4x 2 

x 2 - 4 


*23. / - 

*24. y 2 = 


4 — x 2 


25. Efectfie una traslaci6n de ejes apropiada y demuestre que lagrdficade la 
ecuacion que aparece en el Ejemplo 2, pdgina 225, tiene una ecuacion de 
la forma x'y' = k. 

x — ci 

26. Repita el Ejercicio 25 para la ecuacion y = f( x ) = -- , b. 


27. Demuestre que la funcidn f definida por /(x) 


x — b 

1 


1 + x 2 


es una funcion 


par y trace su grdfica. (Sugerencia: Vease el Ejercicio 27, pdgina 219). 


28, Demuestre que la funcidn f definida por / (x) = 


es una funcion 


1 + x 2 

impar y trace un esquema de su gr&fica. (Sugerencia: Vease el Ejercicio 28, 
pagina 219.) 
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Trazo de gr£ficas de otras funciones 

6—4 Suma de ordenadas 

Ademds de las tecnicas para trazar grdficas de funciones que se han discutido 
hasta ahora, existe otro metodo que puede ser 6til en algunos casos; la suma, o 
composition, de ordenadas. Este metodo se puede emplear si la funcibn/, cuya 
grdfica se desea trazar, se puede escribir como la suma de las funciones /1 y 
/ 2 , cuyas grdficas son faciles de obtener. Se puede entonces construir la 
grafica /trazando las grdficas de f\ y fi en el mismo sistema de coordenadas, 
y sumando graficamente las ordenadas correspondientes, como se muestra en 
el Ejemplo 1 a continuation. (Este metodo tambien se puede emplear, aunque 
no facilmente, si la funcion/es la suma de mds de dos funciones). 

Ejemplo 1. Trace la grdfica de la funcion /(x) = x 3 + x 2 por suma de 
ordenadas. 

Sotucion: Sean fi(x) = x 3 y / 2 (i) = x 2 , Entonces para cualquier 

numero real a se tiene f(a ) = f\(a) + / 2 (a) : es decir, la 
ordenada de/en a es la suma de las ordenadas de f\ y en a. 
Trdcense las graficas de f x (x) = x 3 y / 2 (x) = x 2 en el 
mismo sistema de coordenadas, como se muestra a continua¬ 
cion, y sume grdficamente las distancias dirigidas /i(x) y 
/ 2 (x), para un numero suficiente de valores de x, que 
permitan determinar la forma de la grdfica. (Se han empleado 
escalas diferentes en los ejes x y y en este caso para que la 
figura sea mas clara.) 



Claro esta que en general no se emplea la suma de ordenadas para 
construir la grdfica de funciones polinominales. Sin embargo si la ecuacibn 
que define la funcion contiene uno o mds terminos que no sean monomios, 
frecuentemente este metodo resultara efectivo. 









230 Capftulo 6 


Ejemp/o 2. Trace la grdfica de la funcion definida por y — x + sen jc. 

Solucidn: Observese que x debe ser un numero real. Por lo tanto si se 

piensa en x en terminos de la medida de un dngulo, debe 
recordarse de la trigonometria que se debe suponer que la 
medida esta en radianes, puesto que no aparece el simbolo de 
grados. Se puede construir la grdfica trazando primero la 
grdfica de y = sen x y despues sumando el valor correspon- 
diente de jc a cada ordenada, como se muestra a continuacidn. 



Ejercicios 6—4 


En los Ejercicios 1 —16,emplee la suma de ordenadas para trazar el esquema 
de la grdfica de la funcidn definida por la ecuacidn dada. 


1 ./(*)= (* + 2)+(x-3) 

2. g(x) = (x - 5) + (4 - 3x) 

3. h(x) = x 2 + x 

4. f(x) — 2x 2 — x 

5. g(x) = x 3 + (x - 1) 

6. h(x) = (x + 3) — x 3 

7. /(x) = x 2 + I 

8. ^(x) = x - ~ 


9. h(x) = x + 2 X 

10. y(x) = x - l~ x 

11. y — x + cos x 

12. g(x ) = 2x — senx 

13. y = x + logio x 

14. /(x) = x - logio x 

*15. y = Jx 2 + cos 2x 
*16. h(x) = gx 2 + sen2x 
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6—5 Ecuaciones parametricas 

Se ha visto en la Seccion 2—1 que las ecuaciones 

X = Xi + r(x 2 - *0 y = yi + r(y 2 - y i) 


reciben el nombre de ecuaciones parametricas de la recta que pasa por los 
puntos S(xi, }>t) y T(x 2 , y %), y que a la variable r se le llama parametro. 

Con mas generalidad considerense el par de ecuaciones parametricas 


X = fir) y y = g(r), 

donde r es elemento de un conjunto dado S. Para cada valor de r en S , estas 
ecuaciones determinan un valor de x , y un valor de y correspondiente. Estos 
pares de valores de x y y son las coordenadas cartesianas de un punto, y el 
conjunto de puntos definidos de esta manera es la grdfica de las ecuaciones 
parametricas. (Como se menciono en la pdgina 213, el dominio S de r se 
considera normalmente que es el conjunto de todos los ntimeros reales para los 
cuales x = f(r) y y = g(r) sean numeros reales.) 

Ejemplo 1. Trace la grafica de las ecuaciones parametricas. 

x = r 2 — 3r + 1 y y = r + 1. 

Solucidn: Puesto que se requiere calcular pares ordenados (x, y) con los 

cuales se construira la grafica, se empieza construyendo una 
tabla de valores dando valores apropiados a r: 


r 

-4 

-3 

— 2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

X 

29 

19 

11 

5 

1 

-1 

-1 

1 

5 

11 

y 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 


A continuacion se locali- 
zan en el piano los puntos 
cuyas coordenadas x y y 
aparecen en la tabla, y se 
traza la grafica. 



En ciertos casos se pueden combinar las ecuaciones parametricas para 
obtener una sola ecuacion cartesiana mediante la eliminacion del parametro. 
Por ejemplo considerense las ecuaciones que aparecen en el Ejemplo 1 
anterior: 


x = r 2 — 3r + 1 y y = r + 1. 

Si se despeja a r de la segunda ecuacion en terminos de y , y se sustituye esta 
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expresion de r en la primera ecuacion se obtiene 

* = (y ~ l) 2 - 3 (y - 1) + 1, 
x = y 2 - 2y + l - 3y + 3 + 1, 
x - y 2 — + 5. 

Se ve que esta es la ecuacion de una pardbola. 

Ejemp/o 2. Obtenga una ecuacion cartesiana de la gr&fica de 

x = 2 cos r , y = 5 sen 

por eliminacion del parametro. 

So/uci6n: Si despejamos en las ecuaciones parametricas cos r y sen r, 

respectivamente se tiene 

x y 

2 = cos r y j = sen r. 

Si se elevan al cuadrado ambos miembros de estas dos 
ecuaciones y se suman miembro a miembro, las ecuaciones 
resultantes son 

2 2 

X , V 2 2 

- 4 - + ^5 = cos^ r +sen r. 

Puesto que cos 2 r + sen 2 r — \ para toda r, se tiene que la 
ecuacion cartesiana de la grafica es 



Notese que como r toma valores entre 0 y 2ir, las ecuaciones 
originates producen todas las combinaciones posibles de valo¬ 
res positivos y negativos de x y y 9 y no se anaden puntos a la 
grafica cuando se elevan al cuadrado las ecuaciones. 

Al eliminar el parametro no simpre produce una solucidn que sea un 
conjunto equivalente al inicial. Por ejemplo, considerese las ecuaciones 
parametricas 

x = sen r y y = 1 — cos 2 r. 

Empleando la identidad trigonometrica 

cos 2r — 1 — 2 sen 2 /*, 

se tien que 

y = 1 — (1 — 2 sen 2 r), 
y = 2 sen 2 r, 

o sea y — 2x 2 . 
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La grafica de esta ecuacion es una parabola: contiene tod os los puntos (x, 
tales que x G (R, y > 0, y y = 2x 2 . Sin embargo, para x = sen r, |x| debe 
ser menor o igual que 1, luego y = 1 — cos 2 r, 0 < y < 2. Por lo tanto, 
cualquier punto sobre la grafica de las ecuaciones parametricas es un punto de 
la grafica de y = 2 x 2 . pero el reciproco de esta afirmacion no es vdlido. 
Por lo que, si no se ponen restricciones adicionales sobre el dominio y el rango, 
la ecuacion cartesiana no tiene la misma grafica que las ecuaciones parametri¬ 
cas. En la Figura 6 — 10 se muestra la relacion que existe entre las grdficas. 


Figura 6—10 



Existe un numero ilimitado de ecuaciones parametricas de cualquier curva 
en el piano, cada una de las cuales dependen de un parametro particular. Se 
puede obtener un conjunto de tales ecuaciones empleando la simple relacion 
y = rx, donde r es un parametro, junto con una ecuacion cartesiana de la 
curva. 


Ejemplo 3. 


S o!u cion: 


Obtenga un conjunto de ecuaciones parametricas de la circun- 
ferencia cuya ecuacion es x 2 + y 2 — 2x = 0. 

Sea y — rx, sustituyendo en la ecuacion dada se obtiene 
x 2 + (rx) 2 - 2x = 0, 
x 2 + r 2 x 2 — 2x = 0, 
x 2 (l + r 2 ) - 2x = 0, 
x[x(l + r 2 ) - 2] = 0. 

Se sigue que 

x - 0 6 x(l + r 2 ) -2 = 0. 

Si x = 0, entonces y — rx = 0. La segunda ecuacion se 
emplea para despejar a x en terminos de r obteniendose 

2 


Como y = rx, se tiene finalmente el conjunto de ecuaciones 
parametricas 


x 


2 

1 + r2 5 


y = 


_ 2r _ 

1 + r 2 * 
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Observese que las ecuaciones parametricas obtenidas en el Ejemplo 3 no 
indican que el origen pertenece a la curva, puesto que no existe un valor de r 
para el cual x = 0. Para ver porque ocurre esto, estudiese la Figura 6 —11. 



Figura 6—11 


x 


A1 emplear la relacion y — rx junto con la ecuacidn x 2 + y 2 — 2x — 0, se 
expresa efectivamente a x y y en terminos del pardmetro r (la pendiente de 
y — rx) para aquellos puntos en los que las dos grdficas se intersecan. Los 
valores de x de los puntos de interseccion estdn determinados por 


x[x(l + r 2 ) - 2] = 0 . 


Ahora, para cad a pendiente r, la recta interseca a la circunferencia en dos 
puntos, uno de los cuales es el origen. La coordenada x del origen estd dada 
por x — 0 , y la coordenada x del otro punto de interseccion estd dada por 
x(l + r 2 ) — 2 = 0. La unica excepcion a que la recta interseca a la 
circunferencia en dos puntos ocurre en el caso en que la recta sea tangente a la 
circunferencia en el origen. Este caso, puesto que una recta vertical no tiene 
pendiente definida, el punto de interseccion unico (en el origen) no se puede 
representar mediante coordenadas de la forma (/(/*), rf(r)), y en este grado es 
deficiente la solucion dada del Ejemplo 3. 

En este ejemplo se pudo identificar el significado geometrico del pardmetro 
r como la pendiente de la recta secante que pasa por el origen. En muchos 
problemas importantes el pardmetro no tiene un significado geometrico (o 
tisico). 


Ejercicios 6 — 5 


En los Ejercicios 1 — 10, trace un esquema de la grdfica de las ecuaciones 
parametricas empleando el metodo estudiado en el Ejemplo 1, pdgina 231. 


3. x = 2 + - t >y=t + \ 


1 . x = 2/-j-l,y = 2 — t 

2 . x = 3t — 2, y = 3 — 2t 


6 . x = t 2 - 3,y = t + 1 

7. x = t 2 + 1, y = t 2 - 1 

8. x = t 2 , y = 8 — t 2 



9, x = t 2 , y = t z 


5. x = t + Uy = t 2 + 4 


10 . x 


t\,y = t 


2 
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En los Ejercicios 11 —18,trace la grafica de las ecuaciones parametricas en el 
intervalo 0 < m°(r) < 360 6 0 < m R (r) < 2ir. 

11 . x = sen r , y = cos r 1 5. x = 2 + cos /*, y — cos 2 r 

12. x = sen/-, y = sen 2 r 16. x = sen r, y = cos 2 /- — 1 

13. x — 1 — cos r, y = 1 + sen r 17. a: = cos *- > = 1 + cos r 

14. x = sec r, >’ = tan r 18. a: = sen r, >’ = cos 2r 

En los Ejercicios 19—26, elimine el par^metro r del par de ecuaciones para 
obtener una ecuacion cartesiana. 

19. x = r — 3, y = 3 + r 23. x = ^>j> = /'+^ 

20. x = 2r + 1, y = 3 - r 24. x = r + 2, y = 

21 . x = /* + 2, = /* 2 + 6r + 11 25. x = r 2 + /*, - r 2 — r 

22. x ~ r 2 — r + 2, y = 2 — r 26. x = r 2 + 2/-, = r 2 — 2 

En los Ejercicios 27—34, elimine el parSmetro r para obtener una ecuacidn 
cartesiana. <;Es la gr£fica de la ecuacion cartesiana igual a la grafica de las 
ecuaciones parametricas? Explique !a respuesta. 

27. x = 3 sen /% y = 3 cos r 31 . x = cos 2r, y = 2 sen r cos /• 

28. x = 4 cos /% y = 3sen / 4 32. x = 1 — cos 2/-, y = cos /• 

29. x = sen r, y = cos 2r 33. x = 1 — cos r, y = cos 2 r 

30. x = cos /*, y — cos 2r 34. x = sen r + cos r, y = sen r — cos r 

En los Ejercicios 35—42,emplee la relacion y = rx para obtener ecuaciones 
parametricas. ^Es la grafica de las ecuaciones parametricas igual a la gr£fica 
de la ecuacion cartesiana? Explique la respuesta. 

35. 2x + y = 6 39. x 2 + y 2 - 2x - 2y = 0 

36. 3* — 4 y = 12 40. 2x 2 + 3y 2 = 36 

37. x 2 + y 2 = 9 41 . x'* + y'* — 3 xy = 0 

38. x 2 — y 2 = 16 42. x :i + xy 2 + y 2 — 3x 2 = 0 

* 43. Si se emplea la relacion y = x + /■ para obtener ecuaciones parametricas 

de la grafica de y = /(x), ^cual es el significado geometrico del 
para metro r? 

* 44. Si se emplea la relacion y = r(x + 1) para obtener ecuaciones parametri¬ 

cas de la grafica de y = /(x), <^cual es el significado geometrico de la 
constante aditiva 1 ? 

* 45. Emplee la relacion y = x + r para obtener ecuaciones parametricas de 

la circunferencia dada por ecuacion cartesiana x 2 + y 2 — 2x = 0. 
Explique porque la grafica de las ecuaciones parametricas es igual o 
distinta a la grafica de la ecuacion cartesiana, segun sea el caso. 

* 46. Emplee la relacion y = r(x + 1) para obtener ecuaciones parametricas 

de la circunferencia cuya ecuacion cartesiana es x 2 + y 2 — 2x = 0. Ex¬ 
plique porque la grafica de las ecuaciones parametricas es igual o distin¬ 
ta a la grafica de la ecuacion cartesiana, segun sea el caso. 
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Resumen del capftulo 


1. Toda ecuaeion de la forma 

P(x) = a 0 x n + a i x n ~ 1 + a 2 x n ~ 2 + ■ • • + + a n . 


donde las cq son constantes, con a 0 5* 0, y n es un entero no negativo 
define una funcion polinomial. Una tecnica para trazar la grafica de las 
funciones polinomiales consiste en estudiar el termino dominante, el 
numero de puntos criticos posibles y las intersecciones con los ejes jc y y, 

2. Toda ecuaeion de la forma 


F(x) = 


/(*) , 

g(x) 


donde f(x) y g(x) son polinomios que no tienen factores comunes que 
contengan a jc, y donde g(x) no es el polinomio cero, define una funcioi* 
racionai. Una tecnica para trazar la grafica de una funcion racional 
consiste en estudiar las intersecciones con los ejes jc y y, las asintotas, las 
regiones prohibidas del piano, y el calcular algunos puntos de la gr&fica. 

3. Algunas funciones tienen graficas que se construyen fdcilmente sumando 
las ordenadas correspondientes de las graficas de otras funciones. Esta 
tecnica para trazar graficas recibe el nombre de suma o composicion de 
ordenadas. 

4. Se puede trazar la grafica de ecuaciones parametricas dando valores al 
parametro, para asi definir pares ordenados (x,y) y marcando en el 
piano a los puntos calculados. A veces es mds conveniente eliminar el 
parametro y simplemente trazar la grafica de la ecuaeion cartesiana 
resultante. En este ultimo caso debe tenerse el cuidado de indicar que 
restricciones hay que aplicar a x y v para que la ecuaeion cartesiana tenga 
la misma grafica que las ecuaciones parametricas. 
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Ejercicios de repaso del capltulo 


1. ;,Cuantos puntos criticos pueden tener las graficas de 
y — 2x 7 + 3x G — 2x + 5? 


2. Trace la grafica de la funcion /definida por f(x) = 2x 3 — 9x 2 + 4x + 15. 

3. Obtenga las ecuaciones de las asintotas verticales de la grafica de la 
funcion racional /'definida por 


fix) = 


_2x 2 _ 

(x ~ 3)(x + 1 ) 5 


y trace una grafica que muestre las regiones prohibidas del piano. 

4. Obtenga las ecuaciones de las asintotas (a) horizontales y (b) oblicuas de la 
grafica de la funcion que se menciona en el Ejercicio 3, y de su 
representacion grafica. 

5. Emplee la suma de ordenadas para trazar la grafica de funcion g definida 
por 

g(x) = X 2 + (2x - 3). 

6 . Trace la grafica de las ecuaciones parametricas 

x = r — 1 , y = r 2 . 

7. Elimine el parametro r de las ecuaciones 

x = r + 2 , y = r 2 — 1 . 


y obtenga una ecuacion cartesiana equivalente 

8 . Emplee la relacion y — rx para obtener ecuaciones parametricas de la 
grafica de 2x 2 — 4y 2 = 1. 



Mapeos en el piano 


Al estudiar la grSfica de una ecuacidn tal como 

x 2 + y 2 — 8x + 6/ + 21 = 0, 


se ha visto que se puede escribir la ecuacidn en la forma equivalente 

(x - 4) 2 + (y + 3) 2 - 4. 

Despues mediante la sustitucidn 

x* ~ x — 4, 

/ = V + 3, 


0 ) 

( 2 ) 


nuevamente se puede escribir una ecuacidn equivalente en t^rminos de las 
nuevas coordenadas en la forma 

x' 2 + y' 2 = 4. (3) 


Al hacer esto se efectua un cambio de coordenadas , como se indica en la 
figura que aparece a continuacion (a la izquierda). 

Las Ecuaciones (1) y (3) designan al mismo conjunto de puntos, a saber,a 
la circunferencia con centre en el punto S de coordenadas (x, y) = (4, —3), 
o bien (x f . y') = (0, 0), y de radio 2. Se tiene pues que en la discusidn 
anterior se han empleado las Ecuaciones (2) para obtener la Ecuacidn (3), que 
es un alias (otro nombre) del conjunto de puntos que anteriormente se 
designaban mediante la Ecuacidn (1). 

Hay otra interpretacidn de las Ecuaciones (2) que es igualmente importan- 
te: estas ecuaciones definen un mapeo del piano sobre si mismo. En este 
mapeo se considera que existe s6lo un sistema de coordenadas, y se 



Traslaeion de ejes (alias) 


Traslacion del piano (alibi) 


considera que cada punto U(x, y) se mapea sobre un punto correspondiente 
U'{x',y'), donde x'y y' estcin dadas por las Ecuaciones (2). Asf el punto 
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M(a. b) se mapea sobre el punto N{a — 4, b + 3). Puesto que par a cada 
punto U en el piano, la coordenada * de U' es 4 unidades menor que la coor- 
denada de U, y la coordenada y de U' es 3 unidades mayor que la coordena¬ 
da y de U, se ve en particular que el mapeo de la circunferencia definida 
por la Ecuacion (1) es una circunferencia con centro en el origen y radio 2 
como se muestra en la figura de la pdgina 238. 

En un mapeo tal como el que se menciono anteriormente, es conveniente 
pensar que los puntos se transportan ffsicamente a las posiciones indicadas 
por el mapeo. Se dice entonces que un mapeo es una transformation del 
piano . Si se emplea esta interpretacion se dice que las Ecuaciones (2) se han 
usado para obtener un '"alibi" (otro lugar) del conjunto de puntos definido 
por la Ecuacion (1). 

En general se pueden entender las ecuaciones 


x f = x + h 

y f = y + k 


de dos maneras. Son ecuaciones de la traslacion de ejes por una cantidad 
vectorial {—h. —k), en la que los ejes x’ y / tienen los mismos sentidos que 
los ejes x y y respectivamente, y el origen del sistema es el punto cuyas 
coordenadas x y y son (—/?, —k). Pero son tambien ecuaciones de la 
traslacion del piano por la cantidad vectorial ( h,k ), en la que cada punto 
M(a, b) se mapea sobre un punto correspondiente N(a + h, b + k). 

De la misma manera se pueden interpretar las ecuaciones 


x’ = x cos 6 — ysen 6 
y* - x sen 6 + y cos 6 


( 4 ) 


como una rotation de ejes (alias), como se muestra en la figura que aparece 
a la izquierda a continuacidn, o como una rotacidn del piano (alibi), en la cual 
cada punto del piano se mapea sobre un punto correspondiente, como se 
ilustra a la derecha a continuacidn. 



i 

N(a cos 6 — b sen 6, 


a sen 6 + b cos 0) 


x 


Rotation de ejes (alias) 


Rotacion de pianos (alibi) 
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A continuacion se muestran las ecuaciones e ilustraciones de algunas 
otras transformaciones bcisicas en el piano. 



x' = x 


y'=-y 



y'=y 


y 

M(a,b)* 

(I * 

-«-• N( — a, b) 

0 

X 

/vo 


x'=—x 

y'=y 


y 



y' = ky 



x' = kx 

y'=y 


Compresiones 0 < k < 1 


y’ = ky 
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x' = x +ky 




k >0 k<0 

x’ = x 
y — kx -\-y 

En la nota que aparece al final del Capitulo 7 se estudiar^n las 
transformaciones que se obtienen mediante una sucesion de estas transfor- 
maciones basicas. 















Capftulo 




En matemSticas y en a/gunas de sus ap/icac tones a 
veces resulta m£s util emplear coordenadas polares 
que usar coordenadas cartesianas. En el desarrol/o de 
este capftulo se introducen las coordenadas po/ares y 
se estudian las ecuaciones polares y sus grAficas. 




Coordenadas Polares 


Ecuaciones polares y sus gr£ficas 


7—1 Sistema de coordenadas polares 

En los capitulos anteriores se han empleado sistemas de coordenadas 
cartesianas en el piano. En este capitulo se estudiardn otros sistemas de 
coordenadas en el piano que resultan utiles: los sistemas de coordenadas 
polares. 

Para ver como se define un sistema de coordenadas polares, considerese un 
segmento d con un punto inicial O (vease la Figura 7—1). Para cualquier 
punto S del piano, sea (B el segmento que pasa por S y cuyo punto inicial es 
O, y sea 0 el angulo cuyo lado inicial es d y cuyo lado final es (B, 
aceptandose la convencion de que el sentido positivo de rotacion va al 
contrario del sentido en que giran las manecillas del reloj. Entonces, como se 
muestra en la Figura 7—1, el punto S queda determinado por las coordenadas 
(r, m(0)), donde r es la distancia que separa a S de O, y m(0) es la medida de 0 



Figura 7—1 


a 


en algunas unidades dadas, normalmente grados o radianes. (Notese que no se 
restringe 0 aserun dngulocuya medida satisfaga la condicion 0. < m°(6) < 360, 
como se hace en el caso de los vectores). Las coordenadas (r, w(0)), o mds 
brevemente (r, 6 ), se llaman coordenadas polares de S. El segmento d recibe 
el nombre de eje polar y el punto O es el polo. Los segmentos suyo punto 
inicial es el polo reciben el nombre de segmentos polares. 

El angulo de direccion 0 que aparece en la Figura 7—1 tiene el mismo lado 
final que un numero infinito de dngulos cuyo eje inicial es el eje polar. Puesto 
que se puede emplear a cualquiera de estos dngulos para especificar la 
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posici6n del segmento <B, el punto S se puede determinar mediante un 
numero infinito de pares ordenados de coordenadas polares. Por ejemplo, si S 
tiene las coordenadas 

(3, 120°), 

tiene tambien las coordenadas 


y en general 


(3, 120° - 360°), o (3, -240°), 

(3, 120° + 360°), o (3, 480°), 

(3, 120° + /c(360°)), donde k es un entero. 


Ejemplo 1 . Ubique en el piano al punto S cuyas coordenadas polares son 

(2, -85°). 


Solucidn: 


Dibujese primero un dngulo 0 cuya 
Entonces, sobre el lado final de 0, 
midanse dos unidades de distancia a 
partir del polo, y lldmese S al punto asi 
localizado. 


medida sea —85°. 



En lo dicho en la pdgina 243 se considera que la distancia r es una distancia 
no dirigida, es decir, que es un ndmero no negativo. Sin embargo, en algunos: 
casos es conveniente pensar que r es una distancia dirigida , que puede ser a 
veces un numero negativo. Se aceptard esta posibilidad de aqui en adelante. Es 
usual, como se muestra en la Figura 7—2 (a), interpretar a la distancia positiva 
r como la distancia medida sobre el lado final del dngulo de direction 0, a 
partir de O, e interpretar una distancia negativa r como una distancia \r\- 
medida a lo largo del segmento cuyo punto inicial es O pero que tiene el 
sentido opuesto al del lado final de 6. 



(a) 



Figura 7—2 
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Asi, como se muestra en la Figura 7—2(b), si un punto S queda 
determinado por las coordenadas polares (r, d), entonces tambien queda 
determinado por las coordenadas (— r, 6 + 180°) o (— r, d + 7r R ). Notese que 
el polo se puede especificar por medio de cualquier par ordenado de la forma 
(0, m(0)), donde el angulo de direccion x es arbitrario. 

Ejemp/o 2. Ubique en el piano al punto S cuyas coordenadas polares son 
(—1, 30°), y escriba tres pares mas de coordenadas de S. 
Solucion: Tracese primero un angulo 0 de medida 30° . 

Prdlonguese ahora el lado final de 6 hacia el lado opuesto del 
polo y midase una unidad a partir del polo a lo largo de esta 



direccion. Llegando asi al punto S. 

Los tres pares de coordenadas de S requeridas son 

(-1,30° + 360°), or (-1,390°); 

(-1, 30° - 360°), or (-1, -330°); 

y 

(-(-1), 30° + 180°), or (1, 210°). 

Si, como se muestra en la Figura 7—3, el polo de un sistema de coordenadas 
esta en el origen de un sistema de coordenadas cartesianas, y el eje polar 



Figura 7—3 
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coincide con la parte no negativa del eje x, entonces las coordenadas 
cartesianas (.x, y ) y las coordenadas polares (r, 0 ) de un punto S del piano 
estdn relacionadas a traves de las ecuaciones 


x = r cos 0 y y — rsen 0 , ( 1 ) 

y tambien, si x 2 + y 2 ^ 0 , por las ecuaciones 

r = d=Vx2 + cos q — - - s sen 0 = - — ~ — - - • (2) 

±vx 2 + y 2 =t V x 2 + y 2 

Se puede verificar que las Ecuaciones (1) son v&lidas tanto para r > 0 
como para r < 0. En las Ecuaciones (2) debe usarse el mismo signo en todas 
las ecuaciones. Por ejemplo, si res negativo, entonces setiene r = — Vx 2 + y 2 , 

X y 

cos 0 = / = . = , y sen 0 = - 7 = —- . La primera ecuacibn (2) es 

-Vx2 + y 2 — y/x 2 + y 2 * 

tambien vdlida para x 2 + y 2 = 0 . 


Ejemplo 3. (a) Obtenga las coordenadas cartesianas del punto cuyas 

coordenadas polares son (3, 120°). 

(b) Obtenga dos pares de coordenadas polares, un par con 
r > 0 , y el otro par con r < 0 , __ de un punto cuyas 
coordenadas cartesianas son (\/ 2 , — y/2). 


Solucidn: (a) Empleando las Ecuaciones (1) se tiene 


x = r cos 0=3 cos 120° = 3(—J) = 


y = r sen 0=3 sen 120° = 3 



Por lo tanto, (x, y) 



3 3V3 \ 
2 9 2 ) 


3\/3 

2 


(b) Usando las Ecuaciones (2) se tiene 


r = ±Vx*~+y2 = ±V(V2) 2 + (-V2 ) 2 

= rt\/2 H - 2 

= ±V4 = ±2; 




sen 0 = 


— V2 _ V2 

±2 “ ^ 2 


Por lo tanto, para r > 0, se tiene 

„ V2 

r — 2, cos & = > y 


send = 


-V2 
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V2 —V2 

Puesto que cos 315° = -y y sen 315° = —-— , un par de 

coordenadas con r > 0 es (2, 315°). 

Andlogamente, para r < 0, se tiene 

_ py /? 

r = — 2 , cos 0 = —— » y sen 0 = —- ; 

y por consiguiente un par de coordenadas con r < 0 es 
(-2, 135°). 

En cursos anteriores se adquiere familiaridad con el uso de papel que 
contiene coordenadas rectangulares. Existe tambien papel especial que sirve 
para graficar puntos cuyas coordenadas polares se conocen. Este papel 
contiene: ( 1 ) un conjunto de segmentos que salen del polo, y ( 2 ) un conjunto de 
circulos concentricos, cuyo centro es el polo (vease la Figura 7—4). Las 
medidas de los dngulos definidos por los segmentos radiales frecuentemente 

7T R 

son multiplos de 10 °, o a veces , y los radios de los circulos son multiplos 

de alguna unidad de longitud que sea conveniente. Para ubicar a un punto 
cuyas coordenadas sean (r, 0 ), solo hay que contar r unidades a lo largo del 
segmento que deftna el dngulo de medida m°( 0 ). 
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Ejercicios 7—1 


En los Ejercicios 1 — 12,trace la grSfica del punto cuyas coordenadas polares 
se dan, y escriba tres pares rricis de coordenadas polares de ese punto. 


1. 

(3, 25°) 

5. 

H") 

2. 

(4, 45°) 

6. 

( 3 '¥) 

3. 

(2, 120°) 

7. 

(■■¥) 

4. 

(3, 150°) 

8. 

(<•¥) 

En 

los Ejercicios 

13—24, encuantre las 

cuyas coordenadas polares se dan. 

13. 

(2, 45°) 

17. 

(3, 180°) 

14. 

(3, 30°) 

18. 

(4, 360°) 

15. 

(6, 90°) 

19. 

(2, 135°) 

16. 

(5, 270°) 

20. 

(3, 240°) 


9. (-1,40°) 


10. (-3, 100°) 



coordenadas cartesianas del punto 

21. (-2,330°) 

22. (-1,60°) 

23. (-3, 150°) 

24. (-5,225°) 


En los Ejercicios 25—36,encuentre dos pares de coordenadas polares, tales 
que un par tenga r > 0 y el otro con r < 0, del punto cuyas coordenadas 
cartesianas se dan. En cada caso elija a 0 de modo que 0 < m°(d) < 360. 


25. (V3, -3) 

26. (4,4) 

27. (0,5) 

28. (2\/3, —2) 


29. (3, -3) 

30. (-3,0) 

31. (-4, — 4\/3) 

32. (-5, -5) 


33. (0, -4) 

34. (-V3, 1) 

35. (2, -2) 

36. (6, -2v/3) 


* 37. Demuestre que si un punto S(xi,^i) tiene coordenadas polares (r, 0), y 
un punto T(x 2 , ^ 2 ) tiene coordenadas polares (— r, 6), entonces = — x 2 


y yi = -y 2. 

* 38. Emplee el hecho de que para toda 0, sen(—0) = —sen;0 y cos (—0) = 

cos 0 para demostrar que si un punto S(x i?< yx) tiene coordenadas 
polares (r, 0) y un punto T(x 2i y 2 ) con coordenadas polares (r, —d), 
entonces X\ = x 2 y yi = ~~y 2 - 

* 39. Emplee el hecho de que para toda 0, sen (7r R — 0) = sen 0 y cos (7r R — 0) 

= —cos 0. para demostrar que si un punto S(xi,^i) tiene coordenadas 
polares (r, 0) y un punto T(x 2i ^ 2 ) con coordenadas polares (r, 7 r R — 0) 


entonces xi = -x 2 y y x = y 2 . / T * \ /^r \ 

* 40. Emplee el hecho deque para toda 0, senr — — 0 ) = cos 0 y cos ( “ — 6) 

= sen0, para demostrar que si un punto S(xi,j>i) tiene coordendas 

/ 7T R \ 

polares (r, 0) y un punto T(x 2 , y 2 ) tiene coordenadas polares hr, — — 0 1 , 


entonces X\ = y 2 y yi — x 2 . 
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7—2 Ecuaciones polares 

En la pagina 246 se vio que las coordenadas cartesianas y polares de un punto 
estan relacionadas a traves de 

.x: = rcosO, y — r send, (1) 

y que para x 2 + y 2 ^ 0, a traves de 

r = ztVx 2 + y 2 , cos # = - — » sen# = - - y * (2) 

dtVx 2 + y 2 dzVx 2 + y 2 

Se pueden emplear estas ecuaciones para transformar la ecuacion de un lugar 
geometrico de forma cartesiana a la forma polar y de forma polar a forma 
cartesiana respectivamente. 

Ejemp/o 1. Transforme la ecuacion y = x + 3 a una ecuacion polar de la 
forma r = /(0). 

So/ucidn: Sustituyendo las Ecuaciones (1) anteriores en la ecuacion 

y = x + 3, se obtiene 

r sen# = r cos 0 + 3, 

de donde 

r sen# — r cos # = 3, 
r(sen# — cos #) = 3, 

6 

3 

r — --- 

sen # — cos # 

Notese en el Ejemplo 1 que los valores de # para los cualescos # = sen #, es 
decir, los valores para los cualesm°(#) = 45° + /c(180°), con k entero, no 
estan en el dominio de #. 

Ejemp/o 2. Transforme la ecuacion polar 

1 

r = -z -- 

1 — cos # 

a una ecuacion cartesiana y trace una grafica de la ecuacion. 

So/ucidn: Excluyendo los valores de # para los cuales 1 — cos # = 0, se 

puede reescribir la ecuacion dada en la forma equivalente 

r( 1 — cos #) = 1, 


6 


r — r cos 0=1. 
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Ahora empleando las Ecuaciones (1) y (2) de la pdgina 249 se 
puede sustituir a zLVjc 2 + yz por r, y ax por r cos 0,, en 
esta ecuacion para obtener 


0 ±\/^ 2 + j 2 - * = i , 

±V* 2 + J 2 = 1 + X. 

Elevando al cuadrado ambos miembros se obtiene 


x 2 + y 2 = 1 + 2x + x 2 , o 
y 2 = 2x + 1. 

Se reconoce a esta ultima 
ecuaci6n como la ecuaci6n de 
una par&bola. Se muestra a 
eontinuacion su grafica. 



Ejercicios 7—2 


En los Ejercicios 1 — 12, transforme la ecuacidn cartesiana dada en una 
ecuacidn polar de la forma r = f(e). 


1. x 2 + y 2 = 25 

2. x 2 + y 2 - 16 = 0 

3. x 2 +y = 0 

4. 3x - y 2 = 0 

5. y = x — 4 

6 . x + 3y = 2 


7. 3x 2 + Ay 2 = 5 

8. 4* 2 + 9y 2 = 36 

9. x 2 - y 2 = 16 

10. 9x 2 - 4y 2 = 36 

11. xy = 4 

12. + 9 = 0 


En los Ejercicios 13—24,transforme la ecuacidn polar dada en una ecuacidn 
cartesiana y trace una grdfica de la ecuacidn. 


13. r = 4 

14. r = 3 

15. r = 4sen0 

16. r = 8 cos 8 


17. 

5 

21. 


3 

sen 6 — cos 6 

T — 

2 — sen 0 

18. 

4 

22. 


5 

sen 0 + cos 0 

V — 

3 + cos 0 

19. 

3 

23. 


2 

3 — cos 0 

V = 

5 — cos 0 

20. 

4 

24. 


3 

4 + sen d 

V ~ 

6 — sen0 


* 25. Emplee el hecho de que para toda y d 2 . 


COS d 2 COS 0i +50102 56110! = COS (0 2 — 0i) 


para demostrar que la distancia que separa a los puntos cuyas coordena- 
das son (r u 8i ) y (r 2 , 0 2 ) estd dada por 

d = ^r\ + r\ — 2r 2 r\ cos (0 2 — 0i). 
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* 26. Emplee el resultado del Ejericio 25 para demostrar que una ecuacion 
polar de la circunferencia de radio a y centro en C(r 1 , 9 X ) es 

r 2 — 2 rr x cos (9 — 6 X ) + r\ — a 2 = 0. 


7—3 Gr£ficas de ecuaciones polares 

La grafica de una ecuacion polar en un sistema de coordenadas polares es el 
conjunto de todos los pantos del piano que tienen al menos un par de 
coordenadas polares ( r , 9) que satisfacen la ecuacion. Notese que un punto de 
la grafica puede tener algunos pares de coordenadas polares que no satisfagan 
la ecuacion. Por ejemplo, las coordenadas polares (—3, 180°) no satisfacen la 
ecuacion polar r = 3. Sin embargo, el punto R que tiene estas coordenadas 
esta sobre la grafica de la ecuacion, puesto que R tiene tambien las 
coordenadas (3, 0°). 

Una manera de trazar la grafica de una ecuacion polar es sencillamente 
ubicar en el piano algunos puntos. Puesto que muchas ecuaciones polares 
involucran funciones trigonometricas a veces resulta util una table de valores 
de las funciones trigonometricas, cmo la que aparece en la pagina 387. Sin 
embargo, en muchos casos, los valores que aparecen en la tabla abreviada que 
se muestra a continuacion bastan para trazar una grafica. Para dngulos que 
esten en el segundo, tercer o cuarto cuadrante, los valores correspondientes se 
obtienen ajustando apropiadamente los signos. 


m°(8) 

sen 9 

cos 9 

tan 6 

0 

0 

1 

0 

30 

\ = 0.500 

2 

~ = 0.866 

2 

V"3 

= 0.577 

45 

™ = 0.707 

~ = 0.707 

2 

1 

60 

= 0.866 

2 

\ = 0.500 

2 

V3 = 1.732 

90 

1 

0 

no definido 


Ejemplo 1. Trace las graficas de 

(a) r — 3, (b) 6 — 45°, (c) r = 3 cos 9, (d) r = sen 29. 

Soluc/dn: (a) Como r es constante, es igual para todos los valores de 6. 

Cualquier punto cuyas coordenadas sean de la forma (3, 9) esta 
sobre la grafica y viceversa. Por lo tanto, la grafica es una 
circunferencia con centro en O y radio 3 como se muestra a 
continuacion. 
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(b) Puesto que Q es constante es igual para todos los valores de 
r. Cualquier punto cuyas coordenadas sean de la forma 
(r, 45°) esta sobre la grafica y viceversa. Por lo tanto, la 
grafica es una recta que pasa por el polo y que forma un 
angulo de 45° con el eje polar, como se muestra a 
continuacion. Los puntos tales que r > 0 estdn en el primer 
cuadrante y los puntos tales que r < 0 estdn en el tercer 
cuadrante. 



(c) La grafica de la ecuacion r = 3 cos 0, se obtiene calculando 
primero una tabla de valores como se muestra a continuacion. 
A medida que se localizan los puntos cuyas coordenadas 


e 

0 R 

6 

7r R 

T 

7T R 

2 

2tt r 

3 

5tt r 

6 

7T R 

7tt r 

6 

4 xR 

3 

3tt r 

2 

5;r R 

3 

11tt r 

6 " 

2tt r 

cos 0 

1 

V? 

2 

1 

2 

0 

1 

_ 2 

V3 

2 

-1 

V3 

2 

1 

"~2 

0 

1 

2 

V3 

2 

1 

r = 3 cos 6 

3 

3V3 

2 

3 

2 

0 

3 

2 

3V3 

2 

— 3 

3V3 

2 

3 

2 

0 

3 

2 

i 

3V3 

2 

3 


aparecen en esta tabla se vera que se tienen dos pares de 
coordenadas para cada punto: por ejemplo, ( — 3,7r R ) determi- 
na el mismo punto que (3, 0 R ). La grafica es una circunferen- 
cia con centra en S(§, 0 R ) y que pasa por O, como se muestra. 
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7r R 
2 



2 

(d) Preparese una tabla de valores como se muestra a 
continuacion. 

© © 


6 

0° 

30° 

45° 

60° 

90° 

! 120° 

135° 

o 

O 

180° 

26 

0° 

60° 

90° 

120° 

180° 

240° 

270° 

300° 

360° 

r = sen 20 

0 

V3 

2 

1 

VI 
' 2 

0 

V3 

2 

-1 

V3 

2 

0 


© © 


6 

00 

o 

o 

210° 

225° 

240° 

270° 

o 

O 

o 

CO 

315° 

330° 

360° 

26 

360° 

420° 

O 

o 

480° 

540° 

600° 

630° 

660° 

720° 

r — sen 26 

0 

V3 

2 

1 

VI 

2 

0 

VI 

2 

-1 

V3 

2 ' 

0 


La grafica de esta ecuacion es una “roseta de cuatro hojas”. Los numeros 
que aparecen dentro de las hojas indican que hoja contiene a los puntos cuyas 
coordenadas aparecen en la parte correspondiente de la tabla anterior. Las 
flechas que aparecen en la figura indiean la trayectoria continua de un punto 
que recorra la curva a medida que 6 va de 0° a 360°. 

Otra forma de trazar graficas de ecuaciones polares de este tipo, que es en 
general mas sencilla, es trazar la grafica de la funcion trigonometrica 
correspondiente en un sistema de coordenadas cartesianas y emplear la 
in form acton que proporciona esta grafica auxiliar acerca del comportamiento 
de y para deducir el comportamiento de r a lo largo de varior intervalos 
sucesivos de la medida del angulo. 
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Ejemplo 2. 
Sofucidn: 



Trace una grafica de r = cos 26. 

Tracese primero uno de dos ciclos de y = cos 2x en un 
sistema de coordenadas cartesiano, como se muestra. Por 



inspection de esta grafica se verifica la informacidn que 
aparece en la siguiente tabla. 


Intervalo 

de 

m°(6) 

0°-45° 

45°-90° 

o 

un 

1 

O 

£ 

OJ 

o 

1 

oo 

O 

o 

Compor- 
tamiento 
de r 

Disminuye 
de 1 a 0 

Disminuye 
de 0 a —1 

Aumenta 
de —1 a 0 

Aumenta 
de 0 a 1 


Intervalo 

de 

m°(6) 

180°-225° 

225°-270° 

270°~315° 

315°-360° 

Co m por- 
tamiento 
de r 

Disminuye 
de 1 a 0 

Disminuye 
de 0 a —1 

Aumenta 
de —1 a 0 

Aumenta 
de 0 a 1 
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Esta informacion se em- 
plea para trazar una grafi- 
ca de r = cos 20 a lo largo 
del intervalo 0° a 45°. Se 
puede obtener mas preci¬ 
sion ubicando unos cuan- 
tos puntos como se mues- 
tra a continuacion. 




Ahora se continua el 
trazo en el intervalo que 
va de 45° a 90°, emplean- 
do la simetria de la grdfica 
de y — cos 2x. 


Se continua este proce- 
dimiento hasta que se ob- 
tiene la grdfica completa, 
como se muestra a conti¬ 
nuacion. Esta curva es 
otra “roseta de cuatro ho- 
jas”. 


A1 trazar las graficas polares resultan utiles a veces los siguientes hechos 
acerca de la simetria (veanse los Ejercicios 37—40, pagina 248): 


1. Si al sustituir a 6 por — 6 en una ecuacion polar la ecuacion no cambia, 
entonces la grdfica de la ecuacion es simetrica con respecto a la recta que 
contiene al eje polar, 

2. Si al sustituir a r por -r en una ecuacion polar la ecuacion no cambia, 
entonces la grdfica de la ecuacion es simetrica con respecto al polo. 

3. Si al sustituir a 0 por 7 r R — 6 en una ecuacion polar la ecuacion no cambia, 
entonces la grdfica de la ecuacion es simetrica con respecto a la recta cuya 


4. 


ecuacion es 6 


2 


Si al sustituir a 0 por 


0 en una ecuacion polar la ecuacion no cambia, 
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entonces la grafica de la ecuacion es simetrica con respecto a la recta cuya 

7T* 

ecuacion es 0 = — . 

4 


Ejercicios 7—3 


En los Ejercicios 1— 30,dar la representacion grSfica de la ecuacidn polar 
dada. 


1. r = 4 

2. r = 5 

3. 0 = 60° 

4. 0 = 135° 

5. r = 2 sen0 

6. r = 4 cos (9 

7. r = sen 30 

(roseta de tres hojas) 

8 . r = cos 30 

(roseta de tres hojas) 

9. r = 2(1 + sen 0) 
(cardioide) 

10. r = 3(1 — cos 0) 
(cardioide) 

11. r =4_2sen0 
(caracol) 

12. r = 2 — 4 sen 0 
(caracol) 

13. r = 2 cos (0 + 45°) 


14. /* — 3 sen(0 — 60°) 

15. r — 2 sec 0 

16. r = 3 esc 0 

17. r 2 — 2 cos 0 
(lemniscata) 

18. r 2 = cos 20 
(lemniscata) 

19. r = tan 0 

20 . r = cot 0 


21 . /* = 

22. r = 

23. > - 

24. r = 

25. r = 

26. r = 


2 — cos 0 
_2.. 

1 — cos 0 
4 

1 + 2 cos 0 
2 

1 + 2 cos 0 
_ 2 

1 + 2 sen0 
_3.. 

1 — 2 sen0 


* 27. (r 2 — 2/* cos 0 + l)(r 2 + 2rcos 0 + 1) = 4 (ovalo de Cassini) 

* 28. r = tan 0sen 0 (cisoide) 

* 29. r = m R (0) (espiral de Arquimedes) 

* 30 . r = 2i wR(5) (espiral logaritmica) 


7—4 Intersecciones de grdficas para ecuaciones polares 

Si es posible resolver un sistema de ecuaciones cartesianas analiticamente, 
tambien es posible obtener las coordenadas de todos los puntos de interseccion 
de las graficas de las ecuaciones. Puesto que las coordenadas polares de un 
punto no son unicas, esto no es necesariamente valido en el caso de un sistema 
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de ecuaciones polares. Las graficas de un sistema de ecuaciones polares se 
pueden intersecar en uno o varios puntos, cuyas coordenadas no sean solucion 
del sistema como se muestra en el siguiente ejemplo. Se debe pues distinguir, 
al tratar sistemas de ecuaciones polares, entre los pares ordenados que son 
soluciones del sistema y aquellos que identifican los puntos de interseccion de 
las graficas. 

Ejemplo. Para las ecuaciones 

r — 3 + 6 cos 6 y r = 3, 

(a) Obtenga todos los (r, 6) que satisfacen el sistema de 
ecuaciones. 

(b Obtenga los puntos de interseccion de las graficas de las dos 
ecuaciones en el intervale 0 < m°(6) < 360. 


Solucion: (a) Si se sustituye a r por 3 en la ecuacion r = 3 + 6 cos 0, se 

obtiene 

3 = 3 + 6 cos 6 , 


de donde 

y 


cos d = 0, 
m°(6) = 90 o 270. 


Por lo tanto (3, 90°) y (3,270°) son los pares (r, 6) que 
satisfacen ambas ecuaciones. 


(b) Trace las graficas de ambas ecuaciones en el mismo sistema 
de coordenadas polares. 



Por inspeccion se ve que los puntos S(3, 90°) y T(3, 270°) son 
los puntos de interseccion, como se obtuvo en la parte (a). Se ve 
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tambien que hay un tercer punto de interseccion R. Un par de 
coordenadas de este punto es (3, 0°), que satisface la ecuacion 
r — 3 pero no asi la ecuacion /* = 3 + 6 cos 0. Otro par de 
coordenadas del punto R es ( — 3, 180°), que satisface la 
ecuacion r — 3 + 6 cos 0 pero no satisface la ecuacion r = 3. 
Puesto que ambos pares definen a R se pueden emplear ambos 
para designarlo. Por consiguiente, los puntos de interseccion en 
el intervalo dado son R(3, 0°), S(3, 90°), y T(3, 270°). 


Ejercicios 7—4 


En los Ejercicios 1— 8, obtenga todos los (r , 0 ), con 0 < m°(8) < 360, que 
satisfacen el sistema de ecuaciones polares dado. 


1. r = sen 0, r — cos 0 

2. r = 1 + sen 8 , r = 1 + cos 8 

3. r ~ cos 8, r = 1 — cos 8 

4. r = sen 8, r = 1 — sen 8 


5. r = 1, r — sen 28 

6 . r — V3, r = 2 cos 2^ 

7. /* = sen 8, r = esc 0 

8. r = cos 0, /* — sec 8 


En los Ejercicios 9—16, obtenga las coordenadas de todos los puntos de 
interseccion de las grSficas del sistema dado de ecuaciones polares en el 
intervalo 0 < m°(8) < 360. 

9. r = 4, r = 2 sec 0 

10. r = 4 cos 20, r = sen 0 

4 

11. r = 4 — 4 cos 0, r = -- 

1 — cos 0 

12. r = 6, r = 3 esc 0 

13. r — 3 esc 0, r = 4(1 + sen 0) 

_ 2 6 

14. r = ——--? r =- 

1 — sen 0 1 + sen 0 

15. rsen0=1,/* = 3 — 2sen0 

16. r sen 0 = 1, v = 2 — sen 0 


En los Ejercicios 17—20,encontrar el conjunto de soluciones del sistema de 
ecuaciones polares dado en el intervalo 0 < m°{8) < 360 mediante mStodos 
analiticos; despu^s, obtenga las coordenadas de los puntos de interseccidn 
de las grSficas de las ecuaciones en este intervalo por mStodos gr^ficos. 
Explique el motivo de cada discrepancia. 

17. r = cos 0, /* = 1 + 2 cos 0 

18. r = sen 0, r = 1+2 sen 0 

19. r 2 =sen 20, r 2 — cos 20 

20. r 2 = sen 20, /* = V2sen 0 
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Ecuaciones polares de lugares geom6tricos 


7—5 Ecuaciones polares de las secciones cdnicas 

En la Seccion 4-6 se vio que se pueden definir las pardbolas, elipses e 
hiperbolas en terminos del cociente de las distancias de cada punto de la curva 
a un foco y a una directriz correspondiente. En esta seccion se estudiardn las 
ecuaciones polares de estas curvas. 

Considerese primero una seccion conica cuyo foco este en el polo y una 
recta 2D cuya ecuacion cartesiana es de la forma x = —p (p > 0) que sea la 
directriz correspondiente, como se muestra en la Figura 7-5. 


Figure 7—5 



Recuerdese de la Seccion 4-6 que si U es cualquier punto de la seccidn 
conica, entonces la excentricidad e (e > 0) de la seccidn conica estd dada por 

d{ Q,U) 

d0 D, U) 

De esta ecuacion se tiene 

d(0, U) = e[d($>, U)]. (1) 

Sin embargo, en terminos de coordenadas polares se tiene 

d( 0,U) = H; 

y si /(Q, R) y /(R, U) son las distancias dirigidas de 0 a R y de R a U 
respectivamente, entonces 

rf(SD, U) = |/(Q, R) + /(R, U)| 

= \p + r cos Q\. 

Por lo tanto, la Ecuacion (1) se puede escribir en la forma equivalente 

|r| = e\p + r cos 0\ 9 
r = ±(ep + er cos 0). 


o 
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Se puede demostrar que las ecuaciones 


r = ep + er cos 9 y r — — (ep + er cos 9) 

representan en realidad al mismo eonjunto de puntos (vease el Ejercicio 20, 
p&gina 262). Por lo tanto, el lugar geometrico queda representado por la 
ecuacidn 


6 


r = ep + er cos 6, 


r = 


ep 


1 — e cos 9 


( 2 ) 


Se dice que la Ecuacion (2) es la forma polar ordinaria de una seccion conica 
con foco en el origen y cuya directriz correspondiente es la recta con ecuacidn 
* = -p. 


Ejempfo. Diga que curva es, obtenga la ecuacion cartesiana de una 
directriz, y trace la grafica de 

4 

f — -- 

2 — cos 9 


Sofucidn: Puesto que se desea que el denominador del segundo miembro 

sea de la forma 1 — e cos 9, se puede multiplicar tanto al 
numerador cono al denominador del segundo miembro por \ 
para obtener 


r = 



(3) 


Ahora por inspeccion se ve que e = Puesto que ^ < 1, la 
curva es una elipse. 

A continuacion comparando las Ecuaciones (2) y (3) se ve 
que 

ep - 2, 


6 puesto que e — 


2 P — 2. 


por lo tanto, 


P = 4, 


y una ecuacidn cartesiana de una directriz es 

* = —4. 

Para trazar la grdfica calculense primero las coordenadas 
de algunos puntos de la curva. Sustituyendo a m°(9) por 0, 90, 
180 y 270 en la ecuacion dada se obtiene r = 4, 2, §, y 2 
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respectivamente. Por lo tanto, los puntos (4, 0°), (2, 90°), (§, 
180°), y (2, 270°) estan sobre la elipse. Si se conocen estos 
puntos se puede trazar la grdfica con una precision aceptable 
como se muestra a continuacion. 



Ahora para una seccion conica con foco en el polo y cuya directriz 
correspondiente es la recta con ecuacion x = p (p > 0), se demuestra 
facilmente que la forma polar es (vease el Ejercicio 17, pagina 262). 

H , =_ e E _ 

™ 1 + e cos 6 

Para una seccion conica con foco en el polo y cuya directriz correspondiente 
es paralela al eje polar la forma es (vease el Ejercicio 18, pdgina 262). 

■ ep 

f' -= -—— j 

1 dz e sen# 

donde p es positive, y se elige al signo -f si la directriz estd por encima del 
foco y el signo — si la directriz esta por debajo del foco. 


Ejercicios 7—5 

En los Ejercicios 1 — lOJdentifique la curva, obtenga una ecuacibn cartesiana 
de una directriz y trace una grdfica de la ecuacidn dada. 


1. 


2 

6. 


4 

V = 

1 — cos d 

Y — 

3 + 2 sen 8 

2. 


4 

7. 


16 

V = 

1 — cos 8 

Y = 

4 — 5 sen 6 

3. 


6 

8. 


12 

/* = 

2 + cos 8 

Y — 

1 — 4 sen 6 

4. 


8 

9. 


8 

Y — 

1 + 3 cos 8 

Y ~ 

5 + 4 sen 8 

5. 


10 

10. 


10 

Y — 

1 + sen 6 

Y — 

5 — 2 cos 6 
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En los Ejercicios 11 — 16,obtenga una ecuaci6n polar de la seccidn c6nica que 
se menciona y que tenga al polo como foco correspondiente a la directriz 
dada. 

11. Parabola cuya directriz tiene la ecuaeion cartesiana * = —4. 

12. Parabola cuya directriz tiene la ecuaeion cartesiana y = 2. 

13. Elipse con excentricidad f y la directriz tiene la ecuacidn cartesiana 

y = - 6 - 

14. Elipse con excentricidad § y la directriz tiene la ecuaeion cartesiana 
x — 4. 

15. Hiperbola con excentricidad 2 y la directriz tiene la ecuaeion cartesiana 
x = —4. 

16. Hiperbola con excentricidad § y la directriz tiene la ecuacidn cartesiana 

y = 6. 

17. Emplee un razonamiento similar al que aparece en las pdginas 259 - 260 
para demostrar que una ecuaci6n polar de una seccion c6nica con 
excentricidad e, un foco en el polo, y cuya directriz correspondiente tiene 
la ecuaeion cartesiana x = p (p > 0) es 

ep 

r = -- 

1 + e cos 0 

18. Demuestre que una ecuacibn polar de una seccidn conica cuya excentrici¬ 
dad es e, con un foco en el polo, y cuya directriz correspondiente tiene la 

ep 

ecuaeion cartesiana y = —p (p > 0) es r =- 

1 — esen0 

19. Obtenga el lugar geometrico de la ecuacibn 

a) 


ep —ep 

r =---y /♦ —---- 

1 — e cos 0 1 + e cos 0 

tienen la misma grdfica. [Sugerencia: Un punto cuyas coordenadas polares 
son(r, 0) tiene tambien las coordenadas polares (— r, 0 + 7 r), y cos (0 + ?r) 
= —cos 0 para toda 0.] 


, =_ _ 

1 + e cos (0 — 

donde a es un dngulo constante 
20. Demuestre que las ecuaciones 


-6 Problemas acerca de lugares geom6tricos en coordenadas 
polares 

Se pueden obtener ecuaciones en forma polar de varios lugares geometricos en 
forma similar a la que se us6 para obtener ecuaciones cartesianas de lugares 
geometricos (Seccion 4-1). De hecho, la obtencion de la Ecuaci6n (2), pdgina 
260 es un ejemplo de esto. En muchos casos una ecuaeion polar de una curva 
es mas sencilla que la ecuaeion cartesiana correspondiente. 
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Ejemplo 1. Sea O un punto fijo sobre una circunferencia <3 de di&metro a, 
y para cada recta dirigida £. que pase por O sea S es segundo 
punto en el cual £ intersecta a (3. (Si £ es tangente a 6, es 
decir S = O.) Coloquese el punto T sobre £ de tal manera 
que /(S, T), que es la distancia dirigida de S a T, sea igual a 
a. (Notese que I(S, T) = —/(T, S).) Obtenga una ecuacion 
polar del lugar geometrico de todos los puntos T. 

Soluc/dn: Empleese un sistema de coordenadas polares con el polo en O 

y cuyo eje polar este sobre el diametro que contiene a O, como 
se muestra en el siguiente diagrama. Sea M el segundo punto 
donde la circunferencia interseca al eje polar. 



esta en el lugar geometrico si y solo si 

1(0, T) = 1(0, S) + a. 

Se muestran en el diagrama anterior tres posiciones (£i, £ 2 , y 
£3) de la recta £, y los correspondientes puntos S y T. 

En los siguientes diagramas se ve que 1(0, T) = r y que 
1(0, S) = 1(0, M) cos (~~6) = a cos 0. 
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Por lo tanto, sustituyendo a r por /(O, T) y a a cos 6 por 
1(0, S) en la ecuacion 

/CO, T) = 1(0, S) + a, 

se tiene 

r = a cos 6 + a = a(1 + cos0). 

Por lo tanto, 

r = a(\ + cos 6) 

es la ecuacion requerida del lugar geometrico. 

Esta curva en forma de corazdn (vease el primer juego de 
diagramas en la pdgina 263) recibe el nombre de cardioide. 
Una cardioide es un caso particular de una caracol, que es la 
curva deflnida por /( S, T) = k, donde k es una constante no 
nula, pero no necesariamente igual al didmetro a de la 
circunferencia. 

Al obtener ecuaciones polares de lugares geometricos es dtil tener una 
formula en forma polar de la distancia entre dos puntos. Se obtiene esta 
formula como sigue: Supongase que SCx!,^) y T(x 2 ,^ 2 ) son dos puntos 
cualesquiera del piano. Entonces, por las Ecuaciones (1), pdgina 246, las 
coordenadas cartesianas (x u y{) y (x 2 ,y 2 ) se pueden expresar en la forma 
(>! cos S u r x sen^!); y (r 2 cos d 2 , r 2 sen0 2 ), respectivamente. Sustituyendo a 
Xu x 2 , yu y y 2 en la formula cartesiana de distancia 

d(S, T) = V (x 2 - xrf + (y 2 - y x ) 2 
por las correspondientes expresiones en terminos de r y 0,se tiene 

^(S, T) = V(r 2 cos 6^— ri cos 0j) 2 + (r 2 sen d 2 — r x sen^j) 2 , 
que (vease Ejercicio 25, pagina 250) se puede simplificar para obtenerse 

c/(S, T) = v r \ -f r \ _ 2r 2 r x (cos d 2 cos 0 X + sen 0 2 sen 0 X ). 

Puesto que 

cos d 2 cos di +sen d 2 sendi = cos (0 2 — 0i), 
se tiene la formula requerida 


■ d( s, t> = v? 2 r+r? 


2 r 2 ri cos (d 2 — $ 1 ). 


Notese que esta formula expresa la Ley de los Cosenos que se estudia en 
trigonometria. 
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Ejemplo 2. Obtenga una ecuacion polar del lugar geometrico de todos los 
puntos U del piano que estan a dos unidades de distancia del 
punto S(4, 30°). 

Solution: Tracese un esquema. Empleando la formula de la distancia 

con (r 2f e 2 ) = (r, 6) y (r u d x ) = (4, 30°), se obtiene 

d(S, U) = Vr* + 42 - 2(r)(4) cos ( 6 - 30°). 



Entonces puesto que d(S, U) = 2, se tiene 

Vr 1 2 3 4 5 6 + 16 — Sr cos (d — 30°) = 2, 
r 2 + 16 — Sr cos (6 — 30°) — 4, 
o 

r 2 — Sr cos (9 — 30°) + 12 = 0. 


Ejercicios 7—6 

En los Ejercicios 1— 8,obtenga una ecuacidn polar del lugar geomdtrico de los 

puntos U(r, d). 

1. El lugar geometrico de los puntos medios U de todas las cuerdas trazadas 
del polo a los puntos de la circunferencia cuya ecuacion es r — 2 cos 0. 

2. El lugar geometrico de todos los puntos U que son equidistantes del polo y 
la recta con ecuacion cartesiana x ~ a. 

3. El lugar geometrico de todos los puntos U cuya distancia al polo es la 
mitad de su distancia a la recta con ecuacion cartesiana y — b. 

4. El lugar geometrico de todos los puntos U para los cuales la suma de la 
distancia al polo y la distancia S(4, 0°) es 6. 

5. El lugar geometrico de todos los puntos U para los cuales la diferencia de 
su distancia al polo y su distancia a S(4, 90°) es 2. 

6. El lugar de todos los puntos medios U de los segmentos de longitud 3 con 
un extremo en el eje polar y el otro sobre la recta cuya ecuacion es 
e - 90°. 
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En Jos Ejercicios 9—12 empteese el 
diagrama siguiente. Para obtener los 
lugares geometricos que se especifican. 



7. El lugar geometrico de todos los puntos U tales que la distancia dirigida 
/(S, T) descrita en el Ejemplo 1, p&gina 263, es una constante k , donde 
k > a. 

8. El lugar geometrico de todos los puntos U tales que la distancia dirigida 
/(S, T) descrita en el Ejemplo 1, pagina 263, es igual a una constante k , 
donde k < a. 

9. El lugar geometrico de todos los puntos U tales que d( O, U) = d( T, M). 

10. El lugar geometrico de todos los puntos U tales que d( O, U) = d( O, T) 

- d( T, M). 

11. El lugar geometrico de todos los puntos tales que d( O, U) = d(0, S) 

- d(0, T). 

12. El lugar geometrico de todos los puntos U tales que d(Q, U) = d(T, S). 


Resumen del capftuh 

1. Los puntos del piano se pueden determinar mediante coordenadas polares 
tal como se hace con coordenadas cartesianas. Las coordenadas polares y 
cartesianas se relacionan a traves de las ecuaciones 

x — r cos 6 y y = r sen 6, 
y tambien, para x 2 + y 2 ^ 0, a traves de las ecuaciones 

r — ±Vx 2 + y 2 , cos 6 = — ’ sen 6 = - - - » 

±Vx 2 + y 2 ±v / x 2 + y 1 


donde hay que elegir el mismo signo en las tres ecuaciones. 

2. La grafica de una ecuacion polar es el conjunto de todos los puntos que 
tienen al menos un par de coordenadas polares tales que satisfacen la 
ecuacion. Se pueden trazar graficas de ecuaciones polares ubicando 
algunos puntos o empleando una grafica auxiliar para deducir el 
comportamiento de r en intervalos sucesivos de la medida del dngulo. 

3. Las graficas de ecuaciones polares se pueden intersecar aunque las 
ecuaciones polares no tengan una solucion comun. 
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4. Las parabolas, elipses e hiperbolas que tiene un foco en el polo y cuya 
correspondiente directriz tiene una ecuacion cartesiana de la forma 
a = dtp 6 y = dtp tienen ecuaciones polares de la forma 

ep ep 

r — -—- o r — - -- 5 

1 =L e cos 6 1 dr e sen 0 

respectivamente. 

5. Se pueden emplear coordenadas polares para definir lugares geometricos. 


Ejercicios de repaso del capltulo 


1. Calcule las coordenadas cartesianas del punto cuyas coordenadas polares 
son (3, 60°). 

2. Calcule un par de coordenadas polares, con r > 0 y 0 < m°(d) < 360, 
del punto con coordenadas cartesianas (—U , — —— 

W2 ’ y/2 

3. Transforme la ecuacion cartesiana y 2 = 4a en una ecuacion polar. 

4. Transforme la ecuacion polar r = 3 cos 0 en una ecuacion cartesiana. 

5. Trace una grafica de r = 2 + 2 cos 6. 

6. Resuelva el sistema 


r — cos 0 
r — cos 2 0 — 2 

en el intervalo 0 < m°( 0 ) < 360 por metodos analiticos. 

7. Obtenga las coordenadas de todos los puntos de interseccion de las 
graficas de las ecuaciones r = sen 0 y r = 1 + cos 2 0 en el intervalo 
0 < m°( 0 ) < 360. 

8 . Obtenga una ecuacion polar de la elipse con excentricidad \ con un foco 
en el polo y cuya directriz correspondiente es la recta con ecuacion 
cartesiana y — — 2 . 

9. Obtenga una ecuacion cartesiana de la directriz de la hiperbola cuya 
ecuacion es 


_12 _ 

1 — 2 sen 0 


10. Obtenga una ecuacion polar del lugar geometrico de todos los puntos 
equidistantes del polo y de la recta cuya ecuacion cartesiana es x = — 4 . 
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En el estudio que aparece al final del Capitulo 6 se mencionaron varias 
transformaciones simples del piano. Se pueden generar otras transformacio¬ 
nes del piano aplicando sucesivamente estas transformaciones simples o 
bSsicas. 

Por ejemplo, si a la transformacidn T ^ definida por 


x' = kx 
V' = y 


0 ) 


se sigue por una transformacidn T 2 definida por 


x" = x' 
y" = ky ' 


( 2 ) 


— es decir, si los puntos U(x, y) se mapean en los puntos U'{x f . y'). donde 
x' y y'estSn dados por las Ecuaciones (1), y despu§s los puntos U'(x' t y') se 
mapean en los puntos U"(x",y''). donde x" y y" estcin dados por las 
Ecuaciones (2) entonces 


x" = kx 
y" = ky. 

Esta transformacion recibe el nombre de 
producto T de T } y T 2f y se designa 
mediante T = T 2 T ] La notacion T 2 T ] 
significa que primero se aplica la trans¬ 
formacion T h y despues se aplica la 
transformacion T 2 al resultado de la trans¬ 
formacion 7y 

La transformacion T 2 T ] mencionada 
anteriormente es una transformacion de 
semejanza. Es una di/atacidn si \k\ > 1, 
como se ilustra en la figura anterior, y es 
una contraccidn si 0 < \k\ < 1. 

La afirmacion de que dos transformaciones del piano son iguales significa 
que cada punto del piano se mapea en el mismo punto al aplicarse ambas 
transformaciones. Por ejemplo, para las transformaciones T x y T 2 definidas 
por las Ecuaciones (1) y (2) anteriores, se ve fScilmente que T 2 T } = T{T 2 , 
aunque no se formen los productos en el mismo orden. 

Si se obtiene una transformacion T mediante la aplicacidn sucesiva de n 
transformaciones betsicas del piano, las que se estudiaron al final del Capitulo 
6, (veanse las pSginas 238—241) entonces se dice que T se ha descompuesto 
en el siguiente producto 



T = T n T n _ } • • • T 2 T } . 

Toda transformacion del piano que se puede descomponer en un 
producto de transformaciones bcisicas de esta manera se puede representar 
mediante ecuaciones de la forma. 
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x f = ax + by + h, 
y' = cx + cfy + k. 
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(3) 


donde a , b, c, d, h,yk son constantes y el determinante de /os coeficientes 

a b 

es distinto de cero. Se dice que una transformacion del tipo (3), para 

c d 

la cual el determinante de los coeficientes sea no nulo, es una transformacidn 
afin. En particular, todas las transformaciones b^sicasson transformaciones 
afines. 

Reciprocamente toda transformacion afin se puede expresar como el 
producto de transformaciones bSsicas del tipo que se ha estudiado previa- 
mente. (De hecho, toda rotacion se puede expresar como el producto de 
transformaciones b^sicas de otros tipos, y por lo tanto se podria omitir a las 
rotaciones de la lista de transformaciones bcisicas.) 

Es interesante observar que la ley conmutativa no se aplica en general al 
producto de transformaciones afines. Es decir, no siempre se tiene TJ . 2 = T 2 T\ 
para las transformaciones afines T } y T 2 . Para ver que esta afirmacion es 
verdadera, sea la transformacidn T } la reflexion del piano sobre el eje x y sea 
7" 2 la rotacion del piano de un Sngulo cuya medida es 90°. Se puede 
comprobar fdcilmente que T 2 T } mapea al punto 5(1,0) en el punto T(0, 1 ), 
mientrasque T } T 2 mapea a 5 en el punto R( 0, —1), y se tiene R ^T. 

La ley asociativa, T^{T 2 T^) = (T 3 T 2 )T } . si es vdlida para los productos de 
transformaciones afines, como se ve fdcilmente considerando a las transfor¬ 
maciones desde un punto de vista geometrico. 

Toda transformacion afin T tiene una transformacidn inversa que T~ ] "des- 
hace'Moque "hizo" T. Es fdcil ver que esto es cierto para las transformaciones 
basicas. Una traslacion por una catidad vectorial (h, k) tiene un inverso que 
es la traslacion por la cantidad vectorial (—/?, —k) y una rotacidn de un 
angulo 6 tiene su inverso en la rotacion del dngulo — 0 . Una dilatacidn con 
factor k tiene su inverso que es la contraccion con el factor k, y la 

1 

transformacion del tipo --, con factor k tiene como inverso a la transforma- 

k 

cion del tipo k con factor —k. (Veanse las pdginas 238 — 241.) 

Por tanto, la transformacion producto T~ ] T mapea cada punto del piano 
en si mismo, y es entonces igual a la transformacidn identica. 

T' ] T = / =* 7T -1 

y 

IT = T ~ 77. 

Para demostrar que el producto T 2 T } de dos transformaciones basicas 
tiene inverso, notese que 

(Tr ] T 2 -'')(T 2 T,) - TC\T 2 -'T 2 )T y = TC'/h = T^T y * /. 

Por lo tanto, el inverso de T 2 T } es T ] ~ ] T 2 ~\ An^logamente, el inverso de 
TJ 2 T\ es T x -'T 2 -'T 2 ~' Continuando de este modo se puede demostrar por in- 
duccion que todo producto de transformaciones bcisicas tiene inverso, y que 
ademas toda transformacion afin tiene un inverso afin. 
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Se puede demostrar tambten directamente que toda transformacidn affrr 
tiene inverso affn, despejando en las ecuaciones (3) a x y y en t6rminos de x' 
y /. Puesto que el determinante de los coeficientes es distinto de 0, se 
obtiene 


x = 


a b 
c d 


x' 


dh — bk 
a b 
c d 


y = 


-c 
a b 
c d 


x f + 


a 

a b 
c d 


y f + 


ch — ak 
a b 
c d 


(4) 


Puesto que la transformacidn (3) mapea puntos U(x, y) en puntos U'(xy') 
y la transformacion (4) mapea a los puntos U' en los puntos originales U, la 
transformacion (4) es el inverso de la transformacidn (3). 

El coneepto de grupo de transformaciones es importante en muchas 
ramas de las matem^ticas asi como en aplicaciones a la Fisica Atdmica, la 
Cristalografia, etc. Cualquier conjunto no vacio g de transformaciones del 
piano es un grupo de transformaciones si tiene las siguientes propiedades: 

1. Cerradura. Si T } e g y T 2 G Q, entonces T 2 T } g g. 

2. Asociatividad. Si T } e g, T 2 G g y T 3 g g, entonces T 2 (T 2 T } ) = (T 2 T 2 )T } . 

3. Inverso. Si T g g, entonces T tiene inverso T~ 1 g g. 

Observese puesto que T~ ] T g g y T~'T = /, todo grupo xx de transforma¬ 
ciones del piano contiene a la transformacidn id6ntica, /. 

El cbnjunto de todas las transformaciones afines del piano, por ejemplo, 
es un grupo de transformaciones. Si se incluye a la transformacidn ictentica, 
entonces el conjunto de todas las traslaciones, el conjunto de todas las 
rotaciones, el conjunto de todos los esfuerzos unidimensionales, etc., son 
grupos. 

Un subconjunto de un grupo dado puede tambten formar un grupo. Por 
ejemplo, el conjunto cuyos elementos son la identidad y las rotaciones 

3 

Rt, Rtt y R 3 tt del piano de Angulos de medida en radianes ~- t7r y ~, 

respectivamente, es un grupo cuando 
se define la multiplicacion como se 
muestra en la siguiente tabla. Notese 
que este grupo es conmutativo, es 
decir, que para toda T } y toda T 2 del 
grupo se tiene T } T 2 = T 2 T } . 

Uno de los conceptos mSs impor- 
tantes en Materriciticas es el coneepto 
de invariante. Se dice a veces que la 
geometna se ocupa de estudiar las 
propiedades que son invariantes bajo 
transformaciones dadas. 
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Las traslaciones, las rotaciones y las reflexiones son transformaciones 
rigidas. El tamano y la forma de las figuras planas son invariantes bajo 
transformaciones. Las transformaciones de semejanza dejan invariante la 
forma pero no el tamano, por ejemplo, mapeos que dejan invariante la 
medida de angulos son los mapas Mercator. 

El area es invariante bajo transformaciones del tipo que se muestra en las 
paginas 240—241, pero las distancias y Angulos no son invariantes bajo este 
tipo de transformaciones. Luego,^existe alguna propiedad de las figuras 
planas que sea invariante ante todas las transformaciones afines? 

Si se sustituye en la ecuacion lineal 

Ax + By + C = 0, (5) 

donde A y B no son ambos cero, a x y y por las expresiones que aparecen en 
el segundo miembro de las Ecuaciones (4) respectivamente, se obtiene una 
ecuacion lineal en las variables x' y y'. (Hay que comprobar que los 
coeficientes de x' y y' no son ambos cero.) Reciprocamente, si en la ecuacidn 
lineal en x' y y ' se sustituyen los segundos miembros de las Ecuaciones (3), 
se obtiene la Ecuacion (5). Se sigue que la propiedad de ser una recta es 
invariante bajo transformaciones afines. 

Notese que las propiedades invariantes mencionadas son propiedades no 
metricas, en contraposicidn a la longitud, cirea y medida de Angulo, que son 
propiedades metricas. La Geometria Affn es el estudio de las propiedades que 
son invariantes bajo transformaciones afines. La Geometria Mbtrica es el 
estudio de las propiedades que son invariantes bajo transformaciones rigidas. 
La Geometria Eudidiana incluye tanto a la Geometria Metrica como al 
estudio de las propiedades que son invariantes bajo transformaciones de 
semejanza. 



Capftulo 



En este capftulo se estudiaran el Algebra y la geometrfa 
de vectores en tres dimensiones. Se presentan los 
conceptos de cose nos directores y producto vectorial 

de los vectores. 




Vectores en el Espacio 


Geometria de ternas ordenadas 


8—1 Coordenadas cartesianas; distancia entre dos puntos 

Es bien conocida la definicion de producto cartesiano A X B de los conjuntos 
A y B, a saber, 

A X B = {O, y): x £ A y y G B ). 

Se aplica una definicion similar al producto cartesiano A X B X C de los 
conjuntos A, B y C. 

A X B X C = {(x, y, z)\ x A, y e. B, y zeC}. 

El simbolo (jc, y , z) representa una terna ordenada. 

En este capitulo se considerara el producto cartesiano 

(RX(RX(R = (R 3 , 

es decir 

{(x,y, z): x G (R, y E (R, y zE(R}. 

Como se verd, cada terna ordenada (x, y , z) de numeros reales se puede 
asociar en forma unica a un punto en el espacio, y cada punto en el espacio se 
puede asociar en forma tinica con una terna ordenada de numeros reales 
mediante un sistema de coordenadas cartesianas rectangular en tres dimen- 
siones. Por lo tanto existe una correspondencia biumvoca entre el conjunto de 
los puntos en el espacio y (ft 3 , y la representacion geometrica de (ft 3 es el 
espacio tridimensional. 

Para visualizar una forma de esta- 
blecer un sistema tridimensional de 
coordenadas cartesianas, piensese en 
una mano derecha orientada en forma 
tal que el pulgar apunte hacia la 
derecha, el indice apunta hacia arriba 
y el anular hacia el corazon del lector 
(Figura 8-1). Si ahora se piensa en un 
sistema de coordenadas en el espacio 
en el cual una primera recta dividida 
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en segmentos, el eje x, esta en la direcci6n en que el anular apunta el corazon, 
una segunda recta dividida en segmentos, el eje apunta en la direccidn del 
pulgar, y una tercera recta dividida en segmentos, el eje z, apunta en la 
direccion del indice, se tiene un esquema mental de un sistema de coordenadas 
cartesianas derecho [Figura 8-2(a)]. Para obtener un sistema de coordenadas 
izquierdo [Figura 8-2(b)] basta cambiar a la mano derecha por la mano 
izquierda y repetir el proceso (con el pulgar apuntando hacia la izquierda y los 
otros dedos como antes). 



Figura 8—2 

Notese que si se piensa en un tornillo con eje a lo largo del eje z, entonces al 
hacer girar al tornillo de la direccidn positiva del eje x hacia la direccion 
positiva del eje y, el tornillo avanzard en la direccidn positiva del eje z en un 
sistema derecho, [Figura 8 —3(a)], pero esto no sucederd en un sistema 
izquierdo. Ademds si se doblan los dedos de la mano de la direccidn positiva 
del eje jc hacia la direccion positiva del eje y> en un sistema derecho el pulgar 
apuntard en la direccion positiva del eje z [Figura 8—3(b)]. En este libro s61o 
se emplearan sistemas derechos. 




Figura 8—3 
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Mas formalmente, para establecer un sistema de coordenadas cartesianas 
tridimensional tal, hay que elegir tres rectas mutuamente perpendiculares en 
el espacio, divididas en segmentos, que se corten en el punto O, y numerar los 
segmentos, que deben ser de la misma longitud en las tres rectas, empezando 
desde el punto O. El punto O es entonces el origen y las rectas son los ejes de 
coordenadas. El primero, segundo y tercer ejes se asocian a las coordenadas x, 
y y z respectivamente, como se menciono en las p&ginas 273 y 274. 

Los tres pianos definidos por los ejes de coordenadas son los pianos 
cartesianos. A1 trazar un esquema de un sistema de coordenadas, se piensa 
normalemente que el piano que contiene a los ejes x y y es horizontal (piano 
xy). Se piensa que el piano que contiene a los ejes x y z (piano xz) y el piano 
que contiene a los ejes y y z (piano yz) son verticales. El sistema de 
coordenadas se dibuja normalmente como si la visual se dirigiera hacia el 
origen, con la parte positiva del eje x apuntando hacia afuera de la p&gina, la 
parte positiva del eje y apuntando hacia la derecha y la parte positiva del eje z 
apuntando hacia arriba, de modo que las partes negativas de los tres ejes estdn 
detras de los pianos coordenados. Para indicar esto, las partes negativas de los 
ejes se representan frecuentemente mediante lineas punteadas (Figura 8-4). 



Figura 8—4 


Figura 8—5 


En un sistema de coordenadas cartesianas tridimensional se ubica a un 
punto especificando las distancias dirigidas que separan al punto de los pianos 
cartesianos. Por ejemplo el punto S que aparece en la Figura 8-5 tiene las 
coordenadas (a, b, c ), donde a, b, y c son las distancias dirigidas del punto a 
los pianos yz, xz y xy respectivamente. Se ve en la Figura 8-5 que un punto 
en el espacio determina en forma unica sus propias coordenadas, y reciproca- 
mente, que una tern a ordenada de numeros reales determina en forma unica 
a un punto en el espacio. Por lo tanto dos ternas ordenadas (a, b, c) y (x, y, z) 
corresponden al mismo punto si y solo si son iguales, es decir, si y s61o si 
a = x, b — y, y c = z. 
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Los tres pianos cartesianos dividen al espacio en ocho partes llamadas 
octantes. Normalmente s61o se asigna un numero 1, al octante superior frontal. 
Los demds octantes se identifican mediante los signos de las componentes de 
las ternas ordenadas a las que estdn asociados, como, (+, —, +) o bien 

(—> “i +)• 

La distancia que separa a dos puntos en el espacio se obtiene aplicando el 
Teorema de Pitdgoras dos veces. En efecto, si S(xi, y\, Z\) y T(x 2 , y 2, ^2) son 
dos puntos en el espacio (figura 8—6), entonces la distancia d(S, T) entre 
estos puntos es 


■ d(S, T) = V(x 2 - xtf + (y 2 - yi ) 2 + (z 2 - *x) 2 ■ 


( 1 ) 


Figura 8—6 



Para ver porque esto es asi se procede como sigue: construyendo pianos 
paralelos a los pianos cartesianos que pasen por S y T, se ubica a U(x 2 , y 2 > ^ 1 ) 
y V(x 2 , y 1, 2 X ).Los puntos S,Ty U forman entonces un tridngulo rectdngulo. 
Empleando el Teorema de Pitdgoras se obtiene 


d(S, T) = vV(S, U)]* + [rf(U, T)p. 

Ahora empleando la fbrmula de distancia se tiene 

d(S, U) = V\d( S, V)P + [rf(V, U)] 2 

= V(x 2 - Xx ) 2 + (j 2 - ^l) 2 - 

Puesto que J(U, T) = \z 2 — Zj|, sustituyendo se obtiene la Ecuacion (1) 

Ejemplo. Calcule la distancia que separa a'S(2, 4, 1) de T(6, 7, 13). 

Solucidn: Aplicando la formula de distancia (1) anterior, con x 2 — Xi = 6 

-2 = 4 , y 2 - J>i = 7 - 4 = 3 , y z 2 - z x = 13 - 1 = 12, 

se tiene d(S, T) = V4 2 + 3 2 + 12 2 = Vl6 + 9+144 = 
Vl69 = 13. 
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Ejercicios 8—1 

En !os Ejercicios 1—8, trace una gr£fica del punto en el espacio cuyas 
coordenadas se dan 

1- 0,2, 1) 3. (0,2,3) 5. (4,3,0) 7. (3,0,0) 

2. (3,2, 1) 4. (4,0,2) 6. (0,0,5) 8. (0,4,0) 

En los Ejercicios 9—14 diga que condicion(es) deben cumplir las coordenadas 
de todos los puntos (x, y, z) que estSn en el (los) plano(s) dado(s). 

9. Plano xy 11 . Plano xz 13. Pianos xy y xz 

10. Plano yz 12. Pianos xy y yz 14. Pianos yz y xz 

En los Ejercicios 15—20,ca!cule los valores de x, y y z tales que las dos ternas 
ordenadas sean iguales. 

Ejemplo. (x + y, x - y, z), (3, 1, 4) 

Solucidn: Si las dos ternas ordenadas son iguales se tiene 

x + y = 3, x — y = 1, y z = 4. 

Se pueden obtener los valores de x y y resolviendo las dos 

primeras ecuaciones sinniltaneamente. Los valores requeridos 
son 


x = 2, y = 1, y z — 4. 


15. (3 ,y,z+ 1), (3,4,5) 

16. (x, 5, z - 2), (4,5,2) 

17. ( x +l,y- 3, z+ 4), (-2, 3,6) 

18. (x -2,y + 2,z- 4), (0,0,0) 

19. (x + 4, 3, z + 5), (4, y + 3,2) 

20. (l,j - 3,z + 2), (x - 5,4,6) 

En los Ejercicios 21 — 28,calcule la distancia que separa a los puntos S y T. 

21 . S(l, 1, 2), T(2, 3, 4) 

22. SC—1, 1, 3), T(0, -1, 1) 

23. S(2, —1,5), T(0, 2, -1) 

24. S(3, 1, —3), T(5, 4, 3) 

25. S(2, 1, 0), T(3, 5, 8) 

26. S( —2, 1, -3), T(2, 2, 5) 

27. S(4, 5, 7), T(6, 6, 5) 

28. S(5, 3, -6), T(2, -1,6) 

29. Emplee la formula de distancia y el reciproco del Teorema de Pitdgoras 
para demostrar que los puntos S(3, 5, 2), T(2, 3, — 1), y U(6, 1,-1) son 
los vertices de un triangulo rectdngulo. 
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30. Demuestre que los puntos S(6, 3, 4), T(2, 1, —2), y U(4, — 1, 10) son los 
vertices de un triangulo isosceles. 

31. Demuestre que los puntos S(2, —1, 3), T(4, 2, 1), y U(—2, —7, 7) estan 
sobre una recta. 

32. Demuestre que el punto medio de un segmento cuyos extremos son 

Si(x l9 y u zi) y S 2 (x 2 ,y 2 ,z 2 ) es el punto S m 

Zi_+j2\ 

2 )' 

33. Obtenga una ecuacion cuya grdfica es el conjunto de todos los puntos que 
estan a 3 unidades de distancia de S(2, 3, 4). 

34. Obtenga una ecuacion tal que la grdfica sea el conjunto de todos los 
puntos que son equidistantes de S(— 1, 4, 0) y T(2, — 1, 1). 

35. Obtenga una ecuacion cuya grafica sea el conjunto de todos los puntos 
para los cuales la suma de sus distancias a los puntos S(0,4,0) y 
T(0, —4, 0) sea 10 unidades de distancia. 

36. Demuestre que la ecuacion de una esfera de radio 3 y centro en 
S(l, -2, 2) es x 2 + y 2 + z 2 - 2x -4- 4y - 4z = 0. 

37. Demuestre que la ecuacion de una esfera de radio r y centro en 
SixuyuzOesix - x x ) 2 + (y - y x ) 2 + (z - z x ) 2 = r 2 . 

38. Completando cuadrados en x, y y z, obtenga el radio y las coordenadas del 
centro de la esfera cuya ecuacion es 

x 2 + y 2 + z 2 - 2z + Sy - S = 0. 


<x x + x 2 y i + y 2 


8—2 Vectores en el espacio 

Cada terna ordenada de numeros reales (vi,v 29 v 3 ) se puede asociar a una 
traslacion en el espacio, tal como cada par ordenado de numeros reales se 
puede asociar con una traslacion en el piano (Figura 8 - 7). Por lo tanto se 
define una terna ordenada de humeros reales como un vector (tridimensional). 




Figura 8—8 
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En ia Figura 8 — 8 aparece un segmento dirigido, o vector geometrico, que 
representa al vector v = (v i,v 2 ,Vs)- Este vector geometrico representa a la 
traslacion del punto S(*i, >>i, Zi) al punto T(x 2 , J 2 ? ^ 2 )- De figura se ve 
que v>i = x<2 — jc 1, v 2 — y% — y 1, y = z 2 — z x . Por lo tanto el vector 
geometrico que va del punto cuyas coordenadas son (xi,yi,z x ) al punto 
cuyas coordenadas son (x 2 ,y 2, z 2 ) es una representacion geometrica del 
vector 

y = (x 2 - x u y 2 ~ y 1, z 2 - z x ). 

Se dice que el punto S de la Figura 8-8 es el punto inicial del vector 
geometrico, y que T es su punto final. Si el punto inicial de un vector 
geometrico es el origen 0(0, 0, 0), entonces se dice que el vector estd en su 
position ordinaria, y que es la representacion ordhiaria del vector correspon- 
diente. 

La norma j|v|| de un vector v = (v x , v 2 , u 3 ) en (R 3 se define como 
|| v|| — \/v\ + v 2 + Vs. 

Tal como sucede en (R 2 , la norma de un vector de (R 3 se puede interpretar 
como la longitud de cualquiera de sus representaciones geometricas. Por lo 
tanto la norma del vector v = (v\, v 2 , v - 6 ) „ que se muestra en la Figura 8—8 
es igual a la longitud de ST, es decir 

V(x 2 - X ,) 2 + (v 2 - yi ) 2 + (z 2 - Z1) 2 , 

o bien 

V 7 o'f + V% + vt 

Otras definiciones que se aplican a los vectores de dos dimensiones se 
pueden extender directamente a los vectores en tres dimensiones. En 
particular si v = (vi,v 2 ,Vs) y u = (u Xi u 2 , w 3 ) son vectores tridimesionales 
entonces 

V + u = (l>i + u u V 2 + W2, U;t + U'i) (1) 

-V = —(v 1 ,v 2 ,v s ) = (~V U —V 2 , -o 3 ) (2) 

V — U = V + ( — u) = (l?i — Ml, v 2 — u 2 , — w 3 ) (3) 

V - V = v + (—v) = (0, 0, 0) = 0 (4) 

v es un vector unidad si y solo si |jv|j = 1. (5) 

Si r es un esealar, entonces r\ — r(v i, v 2 , v-j) = (rvi, rv 2 , /'(';;)• (6) 

v • u = Vi + v 2 u 2 + V'iU'i (7) 

Ejemplo 1. Demuestre que si v = (v l ,v 2 ,v s ), entonces v-v = |jvj| 2 . 
Solution: De la definicion (7) anterior se tiene 

VV = (v!,v 2 , v :i ) ■ (v u v 2 , v :i ) = v\ + v\ + vl. 

Puesto que |;vi| 2 = (Vuj + v\ + i>|) 2 = uf + v* + u 2 »se sigue 

que 






280 Cap! tulo 8 

Tal como en el caso de (R 1 2 , un vector en <r 3 4 se puede expresar como la 
suma de componentes vectoriales paralelas a los ejes de coordenadas. 
Recuerdese, de la Seccidn 1-8, que i y j son los vectores unidad en las 
direcciones de las partes positivas de los ejes x y y respectivamente, y que 
cualquier vector se puede escribir en forma unica como una combinacion 
lineal de i y j. Por ejemplo v = (2, 3) se puede escribir como v = 2i + 3j. 
En (R 3 , i y j representan tambien vectores unidad en las direcciones de las 
partes positivas de los ejes x y y respectivamente, y k se define como el vector 
unidad en la direction de la parte positiva del eje z. Entonces 

i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0,0,1). 


Todo vector de Of 3 se puede escribir en una y solo una forma como una 
combinacion lineal de i, j y k. Por ejemplo para el vector v = (2, 3, 4), se 
tiene v = 2i + 3j + 4k (vease la Figura 8 - 9.) 


Figura 8—9 



Ejercicios 8—2 


En los Ejercicios 1 — 8,se dan las coordenadas de dos puntos S y T. Exprese ai 
vector v, que representa a la traslacidn de S a T, tanto (a) como una terna 
ordenada, como (b) en la forma a\ + b\ + ck. Despuds calcule 

Ejemplo . S(3, 1 , 5), T(-1, 4, 2) 

Solution: (a) v = (—1 — 3, 4 — 1,2 — 5) = (-4,3, -3) 

(b) v == — 4i -j- 3j — 3k 

(c) ||v|| = V(—4) 2 + 3M- (-3R = Vr6TT+*9 = V34 


1. S(2, -1,5), T(4, 3, 3) 

2. S(2, 1, 5), T(—3, 2, — 1) 

3. S(0, 4, 5), T(5, -1,0) 

4. S(3, 0, —2), T(0, 4, 6) 


5. S(—3, -3, —3), T(3, 3, 3) 

6 . S(0,0, 3), T(-3,0,0) 

7. S(5, —1,0), T(0, 0, -2) 

8 . S(8, -6, —2), T(5, 1, -1) 












Vectores en el espacio 281 


En los Ejercicios 9—16 u = (3, -1,2) y w = (1, 7, —6). Exprese al vector 
v en la ecuacidn dada como una terna ordenada. 

Ejemp/o. v = u — 2w 

So/ucidn: setiene 2w = 2(1,7, —6) = (2, 14, —12). Entonces 

v = (3,-1,2)- (2, 14,-12) 

= (3 - 2, -1 - 14, 2 + 12) 

= (1, -15,14). 

9. v = —3u 

10. v = fw 

11. V = £(“ + W) 

12. v = 2w — u 

13. u = v + w 

14. w = u — 2v 

15. u — v = v + 2w 

16. 2(u + v) = 3(v + u + w) 

En los Ejercicios 17— 24,calcule u • v para los vectores dados u y v. 

17. u = (—3, 2, 0), v = (1, 1, 1) 

18. u = (l, —4, 5), v = (-5,-2, 8) 

19. u = (-2,3, —6), v = (0,4, -9) 

20. u = (7,0, -3), v = (-1,6,9) 

21. u = (-3, -4, —5), v = (-6,5,7) 

22. u = (7,2, —9), v = (3, 1,9) 

23. u = (9, 0, -2), v = (§, 3, f) 

24. u = (—£, 0, f), v = (5,|,-2) 

En los Ejercicios 25—35, sean u = (t/,, u 2 , u z ), v = (v,, v 2 , v 3 ), w = (wu 
w 2 , w 3 )vectores en(R 3 , y sean rys escalares. Demuestre que cada afirmacidn 
es v^ilida. 

* 25. u + v = v + u 

* 26. (u + v) + w = u + (v + w) 

* 27. /-(sv) = (rs)\ 

* 28. r\ = 0 si y s61o si /• = 0 o bien v = 0 

* 29. r(u + v) = m + rv 

* 30. (r + s)u = ru + iu 

* 31. ||m|| = |r|||n|| 

* 32. u • v — v * u 

* 33. r {u • v) = (m) • v 

* 34. u • (v + w) = u*v + u»w 

* 35. ||u + y|| 2 == 11 u |j 2 + 2u • v + ||v|| 2 
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Propiedades de los vectores en el espacio 

® — 3 Cosenos directores 

Como se muestra en la Figura 8-10 las representaciones geometricas 
ordinarias de los vectores (1, —2, 3) y (2, —4, 6) estdn sobre el mismo 
segmentodirigidoqueempiezaenelorigen,puestoque (2, —4,6) = 2(1, —2, 3). 
Se dice entonces que los vectores (1, —2,3) y (2, —4,6) tienen la misma 
direccibn. 


Figura 8—10 



La representacion geometrica ordinaria del vector (—3, 6, —9), estd sobre 
la misma recta que la representacibn ordinaria de (1, —2,3), puesto que 
(—3, 6, — 9) = —3(1, —2, 3), pero se extiende hacia el otro lado del origen. 
Se dice entonces que los vectores (1, —2,3) y (—3,6 —9) tienen sentidos 
opuestos . 

En general si v e (R 3 y k es un escalar, entonces los vectores v y ky tienen la 
misma direccion y el mismo sentido si k > 0 pero tienen sentidos opuestos si 
k < 0. Se dice en ambos casos quev y /cv son vectores paraleios. 

Se ha visto que la direccibn de un vector bidimensional no nulo qiieda 
determinado por la medida m°(0), 0 < m°(6) < 360, del dngulo que forma la 
parte positiva del eje x con la representacion geometrica ordinaria del vector. 
La direccion de un vector no nulo tridimensional queda determinada por tres 
angulos de direccion, cada uno de los cuales separa a la representacibn 
geometrica ordinaria de una de las partes positivas de los ejes de coordenadas. 
Estos angulos de direccion se denotan normalmente mediante letras griegas de 
la siguiente manera: a es el dngulo de direccion con respecto a la parte positiva 
del eje x, f3 es el dngulo de direccibn con respecto a la parte positiva del eje y , y 
7 es el dngulo de direccibn con respecto a la parte positiva del eje z. En la 
Figura 8-11 se ilustra la situacion del vector v = (u l5 v 2 , 1 ^ 3 ). Los dngulos 
de direccibn a, 0, y 7 se eligen de modo que 

0 < m°(a) < 180, 

0 < m°(l3) < 180, 

0 < m°(7) < 180. 


( 1 ) 
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Figura 8—11 



Los cosenos de los angulos de direccion de un vector reciben el nombre de 
cosenos directores del vector. En la Figura 8-11 los dngulos OAS, OBS, y 
OCS son angulos rectos. Se tiene pues que los cosenos directores de v estdn 
dados por 


cos a 


Vl 

llvll 


cos fi 


V 2 

llvll 


COS 7 


V_3 

llvll 


( 2 ) 


donde ||v|| = Vv\ + + vl ^ 0. Puesto que a, /3, y 7 estdn restringidos 

por las condiciones (1), pdgina 282, los dngulos de direccion quedan 
determinados en forma unica por los cosenos directores. Por ejemplo si 
v = (1, — 0),entonces 


COS a — —- 9 COS /3 = -= 5 COS 7 = 0, 

Vl ■ Vl 


m°(a) = 45, m°(p) = 135, m°( 7) = 90. 


Vi_ 

llvll 


(Observese que la representacion geometrica ordinaria de v esta en el piano 
xv.) 

Si |jv|| =0, es decir, si v es el vector cero, entonces las expresiones 

V 2 V 3 

—* , y —- que definen a los cosenos directores no tienen sentido. Se 

Ml IMI 

acordara en este caso asignar al vector v cualquier direccion que resulte 
conveniente. Nuevamente (vease la pdgina 16) esto es geometricamente 
razonable puesto que la representacion geometrica ordinaria del vector cero (el 
origen) esta sobre todo vector geometrico que este en posicion ordinaria. 

Considerese ahora la relacion que existe entre los cosenos directores de un 
vector no nulo v = (v u v 2f v 3 ). Por la Ecuacion (2) anterior se tiene 


2 

cos a 


V 2 i 9 

T-TT7 , c OS^ /3 = 


Vl 


COS 2 7 


II Vp 


Por lo tanto,cos 2 a + cos 2 j3 + cos 2 7 


~f~ v 2 _ vl H~ v \ H~ v 3 

!MI*~ ~^+~vt-h<4 


bien 


COS 2 a + COS 2 fi + COS 2 7 = 1 . 


( 3 ) 
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Por lo tanto, los cosenos directores de un vector no son independientes; si se 
conocen dos de ellos se pueden calcular el valor absoluto del tercero. Si 
cos a, cos 0, y y son los cosenos directores de un vector no nulo ( v u v 2 > ^3)> v = 

1 

entonces la Ecuacion (3) implica que = (cos a, cos j3, cos 7) = — (v x , v 2 , u 3 ) 
es el vector unidad que tiene la misma direccidn que v. 


Ejemp/o 1. Verifique que la suma de los cuadrados de los cosenos 
directores del vector v = (1, — 2, 3) es 1, y obtenga un vector 
unitario en la direccion de v. 


So/ucidn. Primero calculese |f?|j: 

IMI = V^VV^WV ^ 1 = V14 ■ 


ahora 


1 -2 3 

COS a — —— 5 COS |3 = —— ’ COS 7 = —— ’ (4) 

V14 Vl4 Vl4 


9 1 2 4 2 9 

COS a = 77 ’ COS 0 = ’ COS 7 = 77 ' 

14 14 14 


Entonces 


1,4,9 14 


COS a + COS /3 + COS 7 = y^-+j^+y^— 1. 


Debido a (4) el vector unidad requerido, que tiene la misma 
direccion que v es 


1 -2 3 \ 

V 14 ’ Vu ’ Vu)' 


Si los vectores no nulos u y v son paralelos, es decir si u = ky para algun 
escalar no nulo k , entonces los vectores tienen o bien los mismos cosenos 
directores, o los cosenos directores de u son los negativos de los de v. 
Reciprocamente si los vectores no nulos u y v tienen los mismos cosenos 
directores, o bien los cosenos directores de uno de ellos son los negativos de los 
del otro, entonces u es un multiplo escalar de v, o sea, u y v son paralelos. 

Para comprobar que la primera afirmacidn es vdlida ndtese que para 
u = ky — (kv x , kv 2 , kv 3 ), los cosenos directores est&n dados por 


COS a = 


kv 1 


kvi 


\k\ 


cos /3 


kv 2 

l|/cv[S 


kv 2 


1*1 


> cos y 


kv 3 

\M 


kv 3 t 

1*1 IMI ’ 


de donde se tiene 

Vt „ V 2 V-3 

COS a = ± Trii ’ COS /3 = ± -rr-lr > V COS 7 = ± tt- 7 T ’ 

IMI ||v|| ^ IMI 

en donde se toma el signo + en todas las formulas si k es positivo, y se toma el 
signo — en todas las formulas si k es negativo. Pero estos son los cosenos 
directores de v o sus negativos. 
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Para comprobar la afirmacion reciproca, supongase que los vectores no 
nulos u = (ui, w 2 , u 3 ) y v = (vi,v 2 , v^) tienen cosenos directores iguales, o 
que los cosenos directores son los unos el negativo de los otros. Entonces 
tenemos 


U\ __ Vi 11 2 

Ifull “ IIv|] 5 Ijuif 


o 


Ui 

ill 


ll«!l 11*11 

En el ultimo caso se tiene 


vi U 2 

IMI 7 Tluil 


£2 ? U 3 

llvll 5 [lull 


V 2 , £3 
llvll 5 Hull 




llvii 


Ul \M\ VuU * 


de manera que 


(u u w2, = — 


^ 2 , w 3 = 


M rr r D x 

i~ 77 Wb l 2? u 3f 




(5) 

( 6 ) 


Como ||u|j ^ 0 


y IMI * 0 , - 


es un escalar no nulo, y por lo tanto u es 


un multiplo escalar no nulo de v. 

Mediante un razonamiento similar se comprueba que es veridica la 
afirmacion de que u es un multiplo escalar no nulo de v en el caso de que los 
cosenos directores sean iguales (Ecuacion (5)). 

Por lo tanto los vectores no nulos uyv son paralelos si y solo si u y v tienen 
los mismos cosenos directores, o bien si y solo si los cosenos directores de u son 
los negativos de los cosenos directores de v. Si los cosenos directores son 
iguales, uyv tienen el mismo sentido; si los cosenos directores son los unos el 
negativo de los otros, uyv tienen sentidos opuestos. 


Ejemp/o 2. Obtenga el vector u si ||u|| = 14 y si u tiene el sentido opuesto 
al del vector v = (2, 5, —3). 

So/ucion: Los cosenos directores de v son 


cos a = 


= - 7 = ’ cos & 

V 22 + 52 + (_3)2 V38 


y 


cos y = 


-3 

V38 


5 

v 7 38 


Por lo tanto un vector unitario con sentido opuesto al de v es 
Puesto que ,|u!i = 14> se sigue que 


14 


( -2 s j-5_ 5 3 \ = /-28 5 -70 ; 42 \ 

V\/38 V38 V38/ \\/38 \/38 \/38/ 
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Ejercicios 8—3 


En los Ejercicios 1—8,obtenga los cosenos directores del vector dado. 


1 . (- 1 , 2 , 2 ) 

2. (0, 3, -4) 

3. (5,0, 12) 

4. (4, -4, 2) 


5. (-3, -5, V2) 

6 . (3,2,6) 

7. (12, -3,4) 

8 .. (-8, -4, 1) 


En los Ejercicios 9— 14,obtenga el vector unidad en la direccidn del vector 
cuya representacion geometrica va de S a T. 

9. S(l,-2, 5),T(4,0, 11) 12. S(9, 2, -1), T(-3, 5, -5) 

10. S(—3, 1, 0), T(—2, 3, 2) 13. S(10, 9, -2), T(3, 4, -3) 

11. S(2, -2, — 1), T(—4, -5, 1) 14. S(—3, -1, -2),T(1,3, -2) 

^ ^ 

15. Si para un vector v, cos a = — y cos P ~ — > calcule cos 7. (hay dos 
respuestas correctas.) 

3 2 

16. Si para un vector v, cos /3 = — y cos 7 = -, calcule cos a. 

En los Ejercicios 17—22,obtenga el vector u cuya norma se da y que tiene el 
mismo sentido que el vector v dado. 

17 . || u || = 8; v = (1,2,5) 20. ||u|| = h v - (3,0,4) 

18. |]u|! = 6; v = (3,3,3) 21. j|u|| = 14;_v = (6,4, -2) 

19. |!u!! = 4; v = (6, 12,4) 22. |>|| - 7V2; v - (-3,5, -4) 

23-28. Repita los Ejercicios 17 — 22 considerando que uyv deben tener sen 
tidos opuestos en lugar de tener el mismo sentido. 

En los Ejercicios 29 y 30,diga cuales de los vectores dados son paralelos. 


29. (3,0,2), (3, 1,2), (-6,0,-4) 

30. (5,2,7), (3,2, -1), (-3, -2, 1) 


En los Ejercicios 31— 34,a, /3, y 7 son los dngulos directores de un vector. 

31. Obtenga m°(a) si m°({3 ) = m°( 7) = 90. 

32. Obtenga m°(a) si ra°(/3) = m°(7) — 45. 

33. Si m°(a) = 120 y m°( 7) = 45, obtenga m°(/3). 

34. Si m°(a) — 135 y m°(!3) = 60, obtenga m°(7). 

* 35. Demuestre que si un vector v es paralelo al eje x, entonces los cosenos 

directores de v son o bien (1, 0, 0) o (— 1, 0, 0). 

* 36. Demuestre que si un vector v es paralelo a una recta en el piano yz, 

entonces los cosenos directores de v son de la forma (0, b , ±\ T — b 2 ). 
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8—4 Vectores parafelos y perpendiculares 

Si u y v son dos vectores no nulos de (ft 3 , entonces el dngulo que forman se 
puede especificar de la misma manera que el dngulo que forman dos vectores 
en (ft 2 (pdgina 31). A saber <9 es el dngulo 0 < m°(6) < 180, entre los vectores 
geometricos con representaciones ordinarias que representan a los vectores u y 
v [Figura 8 — 12(a)]- 



Figura 8~ 12 



Se ve en la Figura 8— 12(b) que si los vectores u y v no son paralelos 
entonces los tres vectores u, v, y u — v tienen representaciones geometricas que 
forman un tridngulo. Empleando la Ley de los Cosenos se puede demostrar, 
mediante un razonamiento parecido al que aparece en la pdgina 31. (Ejercicios 
30, pdgina 292) que 


cos 6 — 


Hull INI 


(0 


Ejemplo 1. Obtenga el coseno del dngulo que forman los vectores u = 
(1, 2, 3) y v = (2, -1,2). 


So/ucidn: De la Ecuacidn (1) se tiene 


cos & = 


U • V 


(1,2, 3) -(2, -1,2) _ 

2 2 T 3 2 \/2 2 + (-1) 2 + 2 2 

2-2 + 6 
VU V9 
6 = _ 2 __ 

3V\4 VT4 


La Ecuaci6n (1) es tambien vdlida si los vectores u y v son paralelos, puesto 
que con u = kv (k + 0), se tiene que ambos miembros toman el valor 1 
1 {k > 0) o que ambos miembros toman el valor —1 (k < 0). Esta 

formula no es vdlida si u o v son cero; pero en ese caso se puede asignar al 
cos 6 cualquier valor entre 1 y —1, inclusive, puesto que al vector cero se le 
puede asignar cualquier direccidn. 
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Los vectores u y v son paralelos si y s61o si m°{6) = 0 180 es decir si y s61o si 
cos 6 — d=l. Por lo tanto, se puede emplear la Ecuacion (1), pdgina 287, asi 
como las pruebas referentes a mtiltiplos escalares o cosenos directores (pdginas 
282 y 285) para decidir si dos vectores no nulos son paralelos o no. 

Ejemplo 2. ^Son paralelos los vectores u = (3, — 1, 1) y v = (6, ~2, 3) ? 

So/ucidn: Metodo 1 . Puesto que las componentes de u y v no son 

proporcionales, es decir como 6 = 2(3), — 2 = 
2(— 1), pero 3 9^ 2(1), los vectores no son paralelos. 

Metodo 2. Se tiene 


[u|| = V3 2 + (-1) 2 + 12 = VTT 


HI = V62 + (-2)2 + 32 = V49 = 7. 


Sean «*,, /3 ls y l3 y a 2 , 0 2 , 7 2 los dngulos directores 

3 

de u y v respectivamente. Entonces cos a 1 = 

6 3 


y cos« 2 --* 
paralelos. 

Metodo 3. De la ecuacidn (1) 


Vn 

. Por lo que u y v no son 


cos 6 = 


U ' V 

iiufF 


(3,-1, 1)^(6, -2, 3) 

Vll(7) 

18 + 2 + 3 = 23 

7VU 7\''l 1 


Puesto que d no es 1 ni —1, los vectores no son 
paralelos. 

Dos vectores no nulos u y v son perpendiculares, u ortogonales, si y solo si 
la medida del dngulo comprendido entre ellos es 90°, esto es, si y s61o si 
cos d — 0. De la ecuacion (1) se obtiene inmediatamente que los vectores no 
nulos u y v en (R 3 son perpendiculares si y s61o si u • v = 0. Esto se puede 
generalizar al vector cero si se dice que los vectores u y v son perpendiculares u 
ortogonales, cuando u • v — 0, sean o no u y v el vector cero. 

En la seccion 1-6, se vio que en (ft 2 el vector v p = (— v 2 ,V\) es 
perpendicular a v = (u l5 i; 2 ).*Si v ^ 0, entonces todo vector en (ft 2 que es 
perpendicular a v tiene necesariamente, o la misma direccidn que v p o el 
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sentido opuesto; esto es, todo vector es necesariamente paralelo a v p (y 
tambien todos los multiplos escalares de el) (vease la Figura 8-13). Por lo que 
todos los vectores perpendiculares a v son paralelos. 


m°(d) = 90 

n + 



Figura 8—13 


Figura 8—14 


En (ft 3 , la situacion es distinta. Considerese el vector v = (1,2, 3). El 
producto escalar de v con cada uno de los vectores (0, —3, 2), (3,0, —1), y 
(-2, 1,0) esO: 

( 1 , 2 , 3 )- ( 0 , - 3 , 2 ) = 0 - 6 + 6 = 0 , 

(1,2, 3) -(3,0, -1) = 3+ 0- 3 = 0, 

( 1 , 2 , 3 )- (- 2 , 1 , 0 ) = —2 + 2 + 0 = 0 . 

Por lo tanto v es perpendicular a los tres vectores. Sin embargo ningtin par de 
estos tres. vectores es paralelo, puesto que los cosenos directores de (0, —3, 2), 
(3, 0, -1), y (-2, 1, 0) son 


0, - 
3 

N 10 


VT3 
> 0 , - 


2 

vT3 

1 

V'10 


2 > 1 
VS ’ s/5 


respectivamente. 

En realidad es posible obtener un numero infinito de vectores no paralelos, 
cada uno de los cuales es perpendicular a v, como se indica en la Figura 
8—14. Esto sugiere que el conjunto de representaciones geometricas de todos 
los vectores perpendiculares a v cubre el piano completamente, lo cual se 
empleara en el proximo capitulo. 

Para obtener un vector u que sea perpendicular a un vector v dado en (ft 3 , 
se asignan dos componentes a u, y para calcular la tercera se emplea el hecho 
que u es perpendicular a v si y solo si u • v = 0. 
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Ejemplo 3 . Calcule el valor de z tal que u = (1,4, z) y v = (1, 2, 3) sean 

perpendiculares. 

So/ucidn: El vector u es perpendicular a v si y solo si u • v = 0, es decir, 

si y s61o si 

(1 5 4, z) • (1, 2, 3) = 0, 

1 + 8 + 3z = 0, 

3z — ~9, 
z = —3. 

La defmicion de los terminos proyeccion vectorial (componente vectorial) y 
proyeccion escalar (componente escalar) de vectores tridimensionales es an&loga 
a aquella que se hace para vectores bidimensionales. (Vease las p&ginas 34-38). 
En particular considerese la Figura8-15, en la que aparecen las representaciones 
geometricas ordinarias de los vectores no nulos u y v y el segmento que pasa 
por el punto final V(x, y , z) de v y que es perpendicular a la recta que contiene 
a u. El vector cuya representacion geometrica va del punto inicial de v al pie 
de la perpendicular mencionada enteriormente recibe el nombre de proyeccion 
vectorial de v sobre u, o bien se dice que es la componente vectorial de v 
paralela a u. La distancia dirigida formada por la longitud de esta proyeccidn 
vectorial es la proyeccion escalar de v sobre u, o la componente escalar de v 
paralela a u, y se denota mediante el simbolo Comp u v. 




Figura 8—16 


Como se muestra en la Figura 8-16 si esta componente escalar es 
negativa, entonces la componente vectorial tiene sentido opuesto al de u. En 
ambos casos la distancia no dirigida igual a la longitud de la proyeccion 
vectorial de v sobre u es sencillamente |Comp u v|. 

Es evidente de las Figuras 8—15 y 8 - 16 que 


Comp u v = ||v[[ cos 6. 
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Entonces de la Ecuacidn (1), p&gina 287, se tiene 

. u • v 

cos 6 = t; 7] n rr 5 


o bien 


||v|| cos 0 = 


u • V 



Por lo tanto 

Ejemplo 4. 

So/ucidn: 


Compu v = • (2) 

Obtenga la componente escalar de v = (1,3,5) paralela a 
u = (1, —2, 2). 

uv _ 1-6+10 = 5 
ll u ll + 1+4+4 3 


Ejercicios 8—4 

En los Ejercicios 1— 6,calcule el coseno del Angulo que forman los vectores 
dados. 

1. (2, 1, —2), (1, 1,0) 4. (6,-2, 4), (5,-4, 3) 

2. (2, 2, -1), (1, 1, 1) 5. (2, 3, 5), (5, -2, 3) 

3. (1, -1, -2), (-2,-1, 1) 6. (2, 1, 3), (-3, 3,-1) 

En los Ejercicios 7—12,diga si los vectores dados son paralelos, perpendicula¬ 
rs u oblicuos. 

7. (6, -3, -9), (-2, 1, 3) 10. (1, 0, -2), (-2, - 1, 1) 

8. (3,2,-5), (14,-6,6) 11. (2, 3, 0), (0, 0,-5) 

9. (-2, 3, 4), (-6, -8, 3) 12. (3, 0, 4), (0, 7, 0) 

En los Ejercicios 13—T8,calcule un valor de x, y 6 z tal que el segundo vector 
sea perpendicular al primero 

13. (3, -6, -2), (4,2, z) 16. (8, -3, 6), (3, y, -1) 

14. (5, 15,7), (14,7, z) 17. (2, -1, 3), (x, -9, - 1) 

15. (2, 5, -6), (5 ,y, 10) 18. (5, -4,2), (x, 3, 1) 

En los Ejercicios 19—24,obtenga la componente escalar de v sobre u para los 
vectores u y v dados. 


19. u = (2, 1, 2), v - (2,1,1) 

20. u = (3,0, —4), v = (1, -3,4) 

21. u = (0, -1,0), v = (-3,4, -1) 

22. u = (12,5,0), v = (3, 1, -2) 

23. u = (1, -3,2), v = (4,3, 1) 

24. u = (-2,3, 1), v = (0, -2,4) 
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En los Ejercicios 25—29 emplee la Ecuaci6n (1) de la pdgina 287. 

25. Demuestre que el tridngulo cuyos vertices son R(2, 7, 1), S(8, 5, 5), y 
T(7, 3, 4) es un tridngulo rectdngulo. 

26. Demuestre que el tridngulo cuyos vertices son R(3, 1, —2), S(8, 4, 6), y 
T(6, 7, 0) esun tridngulo rectdngulo. 

27. Demuestre que el tridngulo cuyos vertices son R(l, 3, —3), S(2,2, — 1), y 
T(3,4, —2) es un tridngulo equildtero. 

28. Demuestre que el cuadrildtero QRST cuyos vertices son Q(— 1, 9, —2), 
R(—7, 1, 1), S(—9, 4, 5), y T(—3, 12, 2)es un rectdngulo. 

* 29. Demuestre que si 6 es el dngulo que forman los vectores v x y v 2 en (R 3 , 

entonces cos 6 = cos cos a 2 + cos p x cos 0 2 + cos 7! cos 7 2 , donde 
<*i> Puy 7 x son los dngulos directores devi,y a 2 ,p 2i y 7 2 son los dngulos 
directores de v 2 . 

* 30. Demuestre que para los vectores no nulos u y v el dngulo 0 que 

determinan sus representaciones geometricas ordinarias obedece la ecua- 
n u • v 

ClOn COS 6 ~ 7 i TTTi IT * 

N INI 

*31. Demuestre que si u = (u u u 2i W 3 ) y v = (vi,v 2 , v 3 ) son vectores no 
nulos para los cuales no existe un escalar k tal que u — kv, entonces el 
dngulo 6 que forman no satisface ni la ecuacidn cos d = 1 ni la ecua- 
ci6n cos d = — 1. 

Una operaci6n especial para vectores en el espacio 


8—5 El producto vectorial de dos vectores 

Las representaciones geomdtrieas ordinarias de dos vectores no paralelos u y v 
determinan un piano que pasa por el origen. Deberia ser posible entonces 
obtener un vector no nulo w cuya representacidn geomdtrica ordinaria sea 
perpendicular a este piano, es decir, un vector w que sea ortogonal tanto a u 
como a v. 


Ejemplo 1. Obtenga un vector no nulo w que sea ortogonal tanto al vector 
u = (0, 1 , —2) como al vector v = (2, 0, 1). 


Solucidn: Se desea obtener un vector 

no nulo w = (x 9 y 9 z) para 
el cual tanto u • w = 0 co¬ 
mo v • w = 0, es decir, pa¬ 
ra el cual 

(0, 1, -2)* (x, y, z) = 0, 

(2,0, 1)- (x,y, z) = 0, 
o bien 

y - 2z = 0, 
lx + z = 0. 
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Haciendo x = — 1, por ejemplo, se obtiene que z = 2 y 
y = 4 satisfacen estas ecuaciones. Por lo tanto el vector 
w = (jc, y, z)=(— 1, 4, 2) es perpendicular tanto a u como a v. 


En general para los vectores u — (m x , w 2 , n 3 ) y v = (v i9 v 2 , ^ 3 ), el vector 
w = (x, y, z) es ortogonal tanto a u como a v si y s61o si u • w = 0 y 
v • w = 0, es decir, si y solo si 


(«1, «2, M3) • (*,;>, 2) = 0, 
(vi,v 2 , v 3 ) • (x, y, z) = 0, 


u x x + u 2 y + u 3 z = 0, 
vix + v 2 y + v z z = 0. 


Si el determinante 


u 1 u 2 
Vi v 2 


es distinto de cero, se puede aplicar la 


Regia de Cramer (p&gina 106) para obtener la dnica solucidn de las 
Ecuaciones (1), despejando a x y y en terminos de z: 


-w 3 z 

u 2 


Hi 

-h 3 z 

—V 3 Z 

V 2 


V\ 

—V 3 z 

«1 

u 2 

y — 

Hi 

W 2 

Vl 

v 2 


^1 

V 2 


Puesto que el multiplicar a cada elemento de una columna (o rengldn) de un 
determinante por un ndmero es equivalente a multiplicar al determinante por 
ese numero (vease el Ejercicio 25, pdgina 297) y puesto que el intercambiar dos 
columnas de un determinante es equivalente a multiplicar el determinante por 
—1 (vease Ejercicio 26, pdgina 297), las Ecuaciones (2) se pueden escribir en la 
forma 


h 2 

V 2 

M 3 

^3 

z, y = 

h 3 

^3 

Hi 

Vi 

Hi 

M 2 

Hi 

w 2 

Vl 

V 2 


^1 

v 2 


Haciendo z = k 


w 1 
^1 


u 2 

v 2 


, donde k e (R es una constante arbitraria, se puede 


escribir esta solucidn en forma simetrica como 


(x,y, z) 


(U 2 w 3 

\ v 2 V 3 


W 3 Mi 
V 3 Vi 


U\ U 2 

Vl v 2 


(3) 


W1 

V 


U 2 

V 2 


= 0 pero uno de los otros determinantes que aparecen en la 


Ecuacion (3) es diferente de cero, se puede despejar en las Ecuaciones (l)ajcy 
zoa.yyzen terminos de la tercera variable, y se obtiene nuevamente la forma 
simetrica (3). Por lo tanto: 
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Si u = (uu w 2 , m 3 ) y v = (v x> v 2 , ^3), no todos los determinantes 


m 2 

Us 


M 3 Mi 


Ui u 2 

V 2 

Vs 

J 

Vs Vl 

9 

Vl v 2 


son 0, entonces el vector w = (x, y, z) es ortogonal tanto a u como 
a v si y s61o si 

(x, y, z) = k( u X v), 


donde 

u X v 


M 2 

Us 

V 2 

Vs 


u 3 U 1 
l? 3 V\ 


«1 M 2 \ 

Vl v 2 )" 


( 4 ) 


(Notese que si los tres determinantes son 0 entonces u X v = (0, 0, 0), y por 
lo tanto u X v es tambien ortogonal tanto a u como a v; pero en este caso 
existen tambien vectores que no son de la forma /c(u X v) que son ortogonales 
tanto a u como a v.) 

Para cualesquiera dos vectores u = (u 1 , u 2 , us) y v = (bi, v 2 , u 3 ), el vector 
u X v dado por la Ecuacion (4) recibe el nombre de producto vectorial, o 
producto cruz, de u y v. (Notese que el producto vectorial de dos vectores es un 
vector , mientras que el producto escalar de dos vectores es un escalar.) 

De la Ecuacion (4) se ve que u X v se puede escribir en la forma 


u X v 


«2 

v 2 


m 3 

^3 


i + 


Us 

Vs 


Ml 

Vl 


j + 


Ml 

Vl 



( 5 ) 


Aunque hasta ahora se han considerado solo ndmeros reales como elementos 
de un determinante, se reconoce que el segundo miembro de la Ecuacion (5) es 

Mi m 2 u 3 

el desarrollo del determinante vectorial 


rengldn (vease la Seccion 3- 3). 
Por lo tanto se escribe 


Vi 

i 


v 2 

j 


^3 

k 


por menores del tercer 


u X v 


Ml M 2 

v\ v 2 

i j 


m 3 

Vs 

k 


(u 2 v 3 - v 2 us )i - (m iV 3 - v iM 3 )j + (M iV 2 - v x u 2 )k 


(u 2 v 3 - v 2 Us) i + (u 3 v 1 - V 3 u i)j + (miU 2 - V1U2) k (6) 


Observese que se puede fdcilmente obtener el desarrollo del segundo 
miembro de la Ecuacidn (6) si se repite parte del determinante 


Mi m 2 m 3 u 1 u 2 

Vi v 2 v 3 Vi v 2 

i j k 

Los coeficientes escalares de i, j y k son los determinantes de segundo orden 
que aparecen arriba y a la derecha de i, j y k respectivamente. Por ejemplo se 
muestra a j y su coeficiente en color. 
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Ejemp/o 2. 


So/uc/dn: 


Si u = (2, 2, 1) y v — (1, —1, 2), calcule u X v y verifique 
que es perpendicular tanto a u como a v. ^Es u perpendicular 
a v? 


2 


u X v = 


1 

i 


2 

-1 

j 


1 

2 

k 


[4 - (— l)]i + [1 - 4]j + [—2 - 2]k 


- 5i - 3j - 4k 
= (5, -3, -4). 


u • (u X v) = (2, 2, 1) • (5, —3, —4) = 10 — 6 — 4 = 0, 
v • (u X v) = (1, — 1, 2) • (5, -3, —4) = 5 + 3- 8 = 0. 


Puesto que ambos productos escalares son 0, u X v es 
perpendicular tanto a u como a v. Puesto que u • v = 
(2, 2, 1) • (1, — 1, 2) = 2 — 2 + 2 = 2 ^ 0,u no es perpendi¬ 
cular a v. 


La orientacion del vector u X v en relacion a las direcciones de u y v es la 
misma que la orientacion del eje z con respecto a las partes positivas de los 
ejes x y y. (Los vectores u y v no son necesariamente perpendiculares, claro 
esta). Por lo tanto si en un sistema derecho (pdgina 274) se doblan los dedos de 
la mano derecha de la direccion de u hacia la direccion de v entonces el pulgar 
apuntara en la direccion de u X v- tal como apunto en la direccibn del eje 
z si se doblan los dedos de la mano de la parte positiva del eje jc hacia la parte 
positiva del eje v [vease la Figura 8- 17(a)]. 



Figura 8—17 



Observese en la Figura 8-17 (b) que los vectores u X v y v X u tienen 
sentidos opuestos. De hecho se tiene u X v = — (v X u), como se puede 
verificar facilmente. Por consiguiente la operacion binaria de tomar el 
producto vectorial de dos vectores no es una operacion conmutativa. 
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La norma del vector u X v obedece la ecuacidn 

||u X v|| = ||u|| [|v|| sen#, 

dondefl es el dngulo que forman los vectores u y v (Ejercicios 36, pdgina 298). 
Por lo tanto si u y v son no paralelos, |[u X v|| tiene la interpretacidn fisica de 
ser el drea de la regi6n acotada por el paralelogramo la cual dos de sus lados 
adyacentes son las representaciones geometricas deuy v (Figura 8—18). 


Figura 8-18 



El que dos vectores en (R 3 sean paralelos si y s61o si uno de ellos sea un 
mdltiplo escalar del otro (pdgina 282) tienen una implicacidn sobre el 
producto vectorial de dichos vectores. Si u = (u u « 2 > w 3 ) y v = (vuv 2i v 3 ) 
son vectores paralelos con u = cv, entonces = cv u u 2 = cv 2 , y u 3 = cv 3 . 
Por lo tatito 


Ui 

w 2 

^3 


V 

1 

u 2 

^3 


i 


J 

k 


CV 1 

CV 2 

cv 3 

V 

1 

V 2 

Vs 

i 

j 


k 


Ul 

V 2 

Vs 

c 


V 2 

Vs 


i 

j 

k 


= c( 0, 0, 0) - (0, 0, 0). 

Es decir, el producto vectorial de dos vectores paralelos es el vector cero. En 
particular se tiene 

v X v = 0. 

Reciprocamente, si el producto vectorial de dos vectores u y v es el vector cero, 
entonces uno de ellos debe ser un mdltiplo escalar del otro (Ejercicios 38, 
pdgina 298) y por consiguiente los dos vectores deben ser paralelos. 

El producto vectorial de vectores en (ft 3 tiene las siguientes propiedades 
adicionales, que el lector debe verificar (Ejercicios 30 y 31, pdgina 298): 

Si u, v, w G (ft 3 y r G (ft, entonces 

1 . u X (v + w) = (u X v) + (u X w) Propiedad distributiva 

2. u X (n 0 = (ru) X v 

= r(u X r) 


Propiedad asociativa escalar 
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Ejercicios 8—8 

En los Ejercicios 1 — 10,calcule el producto vectorial u x v de los vectores u 
y v, y demuestre que u X v es perpendicular a u y v. 


1. u = (1, 2, 3), v = (3,0, -1) 

2. u = (1,-1, l),v = (2, 1,-2) 

3. u = (-2, 1,-l),v = (2, 1,-1) 

4. u = (3,2, -I), v = (-1,2,2) 

5. u = (2, 0, 3), v = (0, 5, 1) 


6. u = (-2,-3,-1), 
v = (-1,-2,-1) 

7. u = (3, 1, —2), v = (4,-1,3) 

8. u = (3,5,-3), v = (-2,1,7) 

9. u = (1, 2, a), v = (-1, 1, b ) 
10. u = (a, b, c ), v = (1, 2, 3) 


11. Si u = (1, 2, 3) y v = (3, 0, -1), calcule v X u. Compare este resultado 
con el vector u X v obtenido en el Ejercicio 1. 

12. Si u = (1, -1, 1 )y v = (2, 1, -2), calcule v X u. Compare este resulta¬ 
do con el vector u X v obtenido en el Ejercicio 2. 

13. Demuestre que si u = (1, 2, 3), v = (2, —1, 4), y w = (—1, 2, —3), 

entonces u X (v + w) = (u X v) + (u X w). 

14. Demuestre que si u = (2,0, — 1), v = (1, — 1, 1), y w = (—1, 1, —2), 

entonces u X (v + w) = (u X v) + (u X w). 

15. Demuestre que si r = 2, u = (2, —3, 1) y v = (1,0, —1) entonces 
m X v = u X ry = r(u X v). 

16. Demuestre que si r = —3, u = (1, 4, —1) y v = (1, —2, 3), entonces 
ru X v = u X ry = r(u X v). 

17. Demuestre que para todo vector v de (R 3 , v X v = 0. 

18. Demuestre que si u es un vector de (R 3 , v = (2, —1, —2), y u X v = 0, 
entonces u es un multiplo escalar de v. 


En los Ejercicios 19—22,demuestre que cada afirmacidn es vdiida. 


19. i X j = k 21. i X k = -j 

20. j X k = i 22. -i X (j + k) = j - k 


23. Obtenga los valores de a y b tales que (2, a , 1) X (1, b , 2) = (3, —3, — 1). 

24. Obtenga los valores de ay Stales que (1, 2, a) X (3, —b, 1) = (10,5, —10). 

25. Demuestre que para todos los valores reales a, b, c, d y k 


I a kb 


a b 

\c kd 

= k 

c d 


26. Demuestre que para todos los valores reales de a, b, c, y d 

b a\ a b 

d c\ c d 

27. Dado que ||u X v|| = ||u|| ||v|| sen#, donde 6 es el dngulo que forman u y 
v, calcule el drea de un paralelogramo dos de cuyos lados adyacentes son 
las representaciones geometricas de los vectores u = (3, — 3, 1) y v = 
(.1,2, -3). 
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28. Emplee lo afirmado en el Ejercicio 27 para calcular el drea del paralelo- 
gramo ABCD con vertices en A(— 1, 3, 2), B(3, —3, 4), C(5, 0, 3), y 
D(l,6, 1). 

29. Demuestre que si 0 es el dngulo que forman los vectores no ortogonales u 
y v, entonces 


u • v 

(Sugerencia: Use la informacion mencionada en el Ejercicio 27). 

30. Demuestre que para cualesquiera vectores u, v y w en (R 3 

u X (v + w) = (u X v) + (u X w). 

31. Demuestre que para toda r e (R y cualesquiera vectores uyven (R 3 


u X (rv) = (ru) X v = r(u X v). 


32. 

Demuestre que (i X j) • 

k = 1 y j • (i 

X 

k) = 

~1 

33. 

Demuestre que para u = 

(Mi, t/2, M 3 ), ' 

v = 

(^1, 

^2, V 




u i 

U2 

Uz 


u 

• (v X w) = 

Vl 

v 2 

Vz 




Wi 

W 2 

w 3 


Oi, vv 2 , >V 3 ), 


Este ndmero es el triple producto escalar de u, v y w. 

34. Emplee el resultado del Ejercicio 35 para Demostrar que vXwes 
ortogonal a v y w. 

35. Demuestre que (u X v) • (u X v) = (u • u)(v • v) — (u • v) 2 . 

36. Emplee el resultado del Ejercicio 35 y la identidad cos 2 0 +sen 2 0=1 
para obtener la formula que aparece en el Ejercicio 27. 

37. Demuestre que si u y v son vectores unidad ortogonales entonces u X v es 
un vector mnidad. 

38. DemuestreNme si u X v = 0, entonces uy v son paralelos ( Sugerencia : 
Emplee la formula mencionada en el Ejercicio 27). 

39. Dados los/vectores u, v, r y s demuestre que (u X v) - (r X s) = 
(u • r)(v • s) — (u ■ s)(v • r). (identidad de Lagrange.) 


Resumen del capftu/o 

1. Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los puntos del 
espacio de tres dimensiones y el conjunto (R 3 de todas las ternas 
ordenadas O, y , z) de numeros reales. Cada terna ordenada (x, y 9 z) se 
puede asociar en forma unica con un punto S(x, y, z) del espacio 
mediante un sistema de coordenadas cartesianas. En un sistema de 
coordenadas cartesianas derecho, si se doblan los dedos de la mano 
derecha de la parte positiva del eje x hacia la parte positiva del eje y , el 
pulgar apunta en la direction positiva del eje z. 

2. La distancia que separa a dos puntos S(xi,^i, z x ) y T(x 2 , z 2 ) en el 

espacioestadadapor rf(S, T) = \/(x 2 - x x ) 2 + (y 2 — y\) 2 + (z 2 - Zi) 2 . 
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3, Se puede asociar a cada terna ordenada (vi,v 2 , ^ 3 ) de numeros reales 
una traslacion en el espacio. Se dice entonces que una terna ordenada es, 
por defmicion, un vector tridimensional. Si la traslacion es del punto 
S(*i, y 1 , Z\) al punto T(x 2 , y 2 , z 2 ) entonces las componentes del vector v 
son Vi = x 2 — Xu V 2 = y 2 ~ yi y v 3 = z 2 — Zi. La norma de v = 
{pu V 2 , V 3 ) esta dada por 

l|v|| = V 7 v\ + v\ + U 3 . 


4. El vector v = (y l 5 u 2 > ^ 3 ) se puede expresar como la suma de componen¬ 
tes vectoriales paralelas a los ejes de coordenadas. Es decir, 

y = i? x i + U 2 j + ^3^, 

donde i = (1, 0, 0), j = (0, 1 , 0), y k = (0, 0, 1) son vectores unidad en 
las direcciones positivas de los ejes x y y y z respectivamente. 

5. La direccion de un vector no nulo v = (vi,v 2 , v 3 ) queda determinada 
por los angulos a, 0, y 7 que forma la representation geometrica 
ordinaria del vector con las partes positivas de los ejes x y y y z 
respectivamente. Los angulos a, 0, y 7 son los angulos de direccion de v. 
La medida de cada angulo de direccion est£ por defmicion entre 0° y 
180°, inclusive. 

6. Los cosenos de los angulos de direccion de un vector no nulo v = 
(vi, v 2 . Vs) reciben el nombre de cosenos directores de v y estan dados por 

Vi v 2 V q 

cos a = 77-77 > COS 0 = 7 ^ 5 cos 7 = 7^77 • 

IMI ||v|| IMI 

Los cosenos directores estan relacionados a traves de 
cos 2 a + cos 2 0 + COS 2 7=1. 

7 . Dos vectores de (R 3 son paralelos si y solo si tiene la misma direccion y 
sentidos iguales u opuestos, es decir, si y solo si el uno es un multiple 
escalar del otro. Dos vectores no nulos son paralelos si y solo si tienen los 
mismos cosenos directores, o bien si los cosenos directores de uno son el 
negativo de los cosenos directores del otro. 

8 . El coseno del angulo 6 que forman dos vectores no nulos u y v en (R 3 estd 
dado por 



9. Dos'vectores u y v en (R 3 son paralelos si y solo si u * v = ±||u|| [|v|| y son 
perpendiculares si y solo si u * v = 0. El vector cero es paralelo a todo 
vector y es tambien perpendicular a todo vector. 

10. La componente escalar del vector v paralela al vector u estd dada por 


Comp,, v = 
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11. El producto vectorial de los vectores u y v estd dado por 


u X v 


u 1 U 2 . u 3 


V\ v 2 V 3 

i j k 


(W 2^3 “ ^2 W 3)1 + (^ 3^1 — ^ 3 ^ 1 ) j 

+ (UiV 2 ~ ViU 2 )k; 


u X v es un vector perpendicular tanto a u como a v. Si se doblan los 
dedos de la mano derecha desde la direccion de u hacia la direccion de v 
entonces, en un sistema de coordenadas derecho, el pulgar apunta hacia la 
direccion de u X v. Puesto que u X v = — (v X u) la operacidn binaria 
de tomar el producto vectorial de dos vectores es no conmutativa. 

12. La norma deu X v estd dada por ||u X v|| = ||u|| ||v|| sen0, donde 6 es el 
angulo que forman u y v. Por lo tanto ||u X v|| es el drea de la regidn 
acotada por el paralelogramo dos de cuyos lados adyacentes son las 
representaciones geometricas de uyv. 

13. Los vectores uyv son paralelos si y s61o si u X v = 0. 


Ejercicios de repaso del capftulo 


1. Trace la grdfica del punto en el espacio cuyas coordenadas son (2, 3, 4). 

2. Calcule la distancia que separa a los puntos S(5, — 1, —2) y T(7, 2, 4). 

3. Exprese al vector v, que estd represent ado mediante el vector geometrico 
que va del punto S(1,0, —3) al punto T(3, 2, —5) primero como una 
terna ordenada y despues en la forma ai + b] + ck. Calcule ||v|j. 

4. Si u = (2, —1,4) y v = (5, 1, —3), obtenga w tal que 

(a) w = u + 2v; (b) w = 3u - 2v; (c) u + w = v - w. 

5. Si u y v son los vectores dad(os en el Ejercicio 4, calcule u • v. 

6. Obtenga los cosenos directores del vector v = (2, —3,6); obtenga un 
vector unidad en la direccion de v. Demuestre que la suma de los 
cuadrados de los cosenos directores de v es 1. 

7. Obtenga el vector v si ||v|| = 5 y v tiene la misma direccion que el vector 
u = (1, -1,2). 

8. Calcule el coseno del dngulo formado por los vectores u = (1, 3, 2) y 
v=(3, -2, -1). 

9. Obtenga un valor dey tal que los vectores u = (1,4, — 2) y v = (—4 , y, —3) 
sean ortogonales. 

10. Calcule Comp u v si u = (1, —4, 5) y v = (—4, 0, 3). 

11. Calcule u X v si u = (2, 4, 1) y v = (3, —1, —2). 

12. Obtenga los valores de a y b tales que (1, a , 4) X (2, b, 3) = (10, 5, —5). 




Matrices y transformaciones 
afines homoggneas 


En el comentario que aparece al final del Capitulo 7 se mencionan las 
transformaciones afines generales del piano. Una transformation afin homo- 
gdnea del piano es una transformacion afin T con ecuaciones de la forma 


x' = ax + by, * 

y' = cx + dy. 

Notese que el origen es un punto fijo ante tal transformacidn: es decir, toda 
transformacion afin mapea el origen en si mismo. 

La transformacion T anterior se puede especificar anotando el valor de las 
cuatro componentes de su malla rectangular, o matriz, de coeficientes 

a b 

, . (Recu6rdese la Secci6n 3—3.) 

c d 

Si la transformacidn afin homogenea S tiene la matriz de coeficientes 

e f 
.9 h ' 

se puede verificar fctcilmente que la transformacibn afin ST es homogenea y 
que tiene la matriz de coeficientes 

\ea + fc eb + fd 
L ga + he gb + hd ' 

En el cilgebra de matrices se emplean las mismas letras T y S para denotar 
a matrices que las que se emplean en geometrfa afm para denotar a las 
correspondientes transformaciones afines homogeneas. Asf se escribe 

ea + fc eb + fd 
ga -f he gb + hd ' 

Segun esto se define la mu/tiplicacidn de matrices en forma tal que 


T = 


a b 
c d 


e f 
9 h . 


ST - 


ST 


\ e f ] 

a 6] 

\ea + fc 

eb + fd 

L 9 h\ 

c d\ = 

~ yga + he 

gb + hd 


( 2 ) 


Examinando los elementos de la matriz producto que aparece en el segundo 
miembro de la Ecuacion (2), se ve como se obtienen, y se ve tambten porqu£ 
se dice que la multiplicacion de matrices se efectua multiplicando "renglones 
por columnas". 


Si X = 


x 

V 


entonces la misma definicion de multiplicacibn de renglones 


por columnas afirma que 

TX 


a b 

X 


ax + by 

_c d 

_Y_ 


cx + dy 


(3) 
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Las Ecuaciones (1) se pueden escribir en forma matricial como 

EH: 


ax + by 
cx + dy 


y por lo tanto, por la Ecuacion (3), como 

I a b 
I c d 


o simplemente, haciendo X 


fcH: 

-a 


como 

X' = 7X (4) 

La matriz identidad /, o la matriz de coeficientes de transformacidn 


identidad /, es 


1 0 
0 1 


puesto que 


'1 

0“ 

X 


X 

_0 

1 . 



y _ 


Por las Ecuaciones (4) del comentario que aparece al final del Capitulo 7 
(pagina 270) el inverso de la matriz T que corresponde a la transformacion T 
dada por las Ecuaciones (1) es 

d . —b 


a b 
c d 

— c 


a b 
c d 


\ a b 
c d 


a b 
c d 


Se puede verificar f^cilmente que T~ ] T = / y que TT~ ] = /. 

Para despejar a X en la Ecuacion (4) como funcion de X', simplemente se 
multiplica por la izquierda a ambos miembros de esta ecuacion por 


Por lo tanto 


T~'X' = r\TX) - (T'T)X = !X = X. 


X = T'X\ 


(5) 


Por ejemplo, si se desea determiner las coordenadas del punto R tal que la 
transformacion T definida por 

x' = 2x — y. 
y’ == 4x + 


io mapea en el punto 5(3, 9), se toma 


2x — / = 3, 
4x + y - 9, 


( 6 ) 


y se despeja a x y y como sigue. 
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Se escriben estas ecuaciones en forma matricial 


TX = X', 


con 



Y 



y se ve que 


y que por lo tanto 




7~'X' = 


* l ir 

4 2 

6 6 


6 


9 1 


-12 _L 

6 ' 



Luego las coordenadas de R son (2, 1). 

Observese que otra interpretacion, muy dlstinta pero quizes mSs familiar, 
del ejemplo que se ha mencionado es que las Ecuaciones (6) son ecuaciones 
de rectas que se cortan en el punto R cuyas coordenadas son (2, 1 ). 

Puesto que, para la transformacion afin homog^nea T dada por las 
Ecuaciones (1), la Ecuacion (4) determina X f cuando estS dado X y 
reciprocamente la Ecuacion (5) determina X cuando est3 dado X' se sigue 
que toda transformacion affn homog^nea es un mapeo biunivoco de! piano 
en si mismo. [Esto mismo es v£lido para las transformaciones afines 
generales, puesto que tales transformaciones se pueden considerar como 
transformaciones afines seguidas de una traslacibn (v6ase las Ecuaciones (3) 
y (4) en las p^ginas 268 y 270.] 


La teoria de matrices se em- 
p/ea en ei diseno y operacidn 
de vehtcuios destinados a la 
exploracidn espacial. Los su- 
mergib/es como este est£n 
equipados con sistemas de 
navegacidn y rastreo avanza- 
dos que se emplean para 
efectuar estudios arqueoldgi- 
cos y para la investigacidn 
oceanogr&fica. 
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Una transformaci6n de la forma (1) recibe el nombre de transformacidn 
lineal, sea o no eero el determinante de los coeficientes. Si el determinante 
de los coeficientes es igual a 0 se dice que la transformacidn es singular. De 
lo contrario es una transformacidn no singular. Esto indica que una 
transformacidn afm homogdnea es una transformacidn lineal no singular. 

La matriz de coeficientes de una transformacidn lineal singular no tiene 
inverso, y una transformacidn tal no es biunfvoca. 

Se puede ver, a travds de ejemplos, cual es el mapeo del piano ante una 
transformacidn lineal singular. 

En el caso muy especial 

[: 2HS $]■ 

se tiene 



Entonces el mapeo de cada punto P(x, y) es el origen 0(0, 0),y se mapea a 
todo el piano en un solo punto. 

Otro ejemplo es 


entonces 


a b~\ = |"1 0 

c d\ [0 0 


M _ n 

Olfx 


X 

o 

ii 

X 

oJk 


_0 


y todos los puntos P(x. y) se mapean en Q{x, 0), es decir, en sus 
proyecciones sobre el eje x. Esto indica que se mapea todo el piano en una 
recta que pasa por el origen. 

Andlogamente si 


Entonces 


y 


de donde 



x' = 2x + y, 
y' = 6x + 3 y. 


y f = 3x'. 


y nuevamente se mapea a todo el piano en una recta que pasd por el origen. 

Estos ejemplos ilustran el hecho de que una transformacidn lineal singular 
mapea el piano ya sea en el origen o en una recta que pasa por el origen. 
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La teoria de matrices se aplica tanto a las transformaciones afines no 
homogeneas como a las homogeneas. Por lo tanto definiendo la suma de 
matrices como la suma de los correspondientes elementos de las matrices se 
pueden escribir las Ecuaciones (3) de la pcigina 268 en forma matricial como 



b 

d 



h 

k 


o bien 


X' = TX + H. don de H = 
Multiplicand© por T~ } se obtiene 



T~'X' = T'TX + T~ ] H, 


o 

X = 7~ ] X' - T'H. 

Se puede verificar que esta es la forma matricial de las Ecuaciones (4) que 
aparecen en el comentario al final del Capftulo 7 (pcigina 270). 

La palabra matriz fue introducida al lenguaje de las matemciticas por el 
matemStico del siglo XIX James Joseph Sylvester (1814—1897). La teoria de 
matrices tiene en la actualidad muchas aplicaciones en matemciticas puras y 
aplicadas. En particular, se usa en disciplinas modernas tales como la teoria 
de juegos y programacion lineal. Una buena parte de los cSIculos cientfficos e 
industriales que se efectua mediante computadoras digitales rSpidas para el 
diseno y uso de vehiculos espaciales y submarinos, y para otros estudios 
ambientales, se efectuan mediante matrices. Sin embargo la teorfa de 
matrices se desarrollo inicialmente debido a sus aplicaciones a transforma¬ 
ciones geometricas tales como las que se han discutido anteriormente. Una 
gran parte de este desarrollo fue logrado por el matem^tico ingles William 
Rowan Hamilton (1806—1865), pero el estudio sistem^tico de la teoria b^sica 
fue hecho por otro matemcitico ingles Arthur Cayley (1821 — 1895). 



Capftulo 



AUgual que en el capftulo 2, aquf obtendremos las 
ecuaciones vector/a/es y cartesianas de rectas, asf 
como pianos en el espacio. Tambten se estudiafon fas 
intersecciones de rectas y pianos, a! mismo tiempo que 
se p resen tafon algunas formulas de distancia que son 

utiles. 





Rectas y Pianos en el 
Espacio 


Ecuaciones de rectas y pianos 



9 — 1 Rectas en ei espacio 

Muchos de los hechos que se han estudiado en 
los Capitulos 1 y 2 acerca de los vectores en 
51 2 tienen andlogos en 51 3 . Por ejemplo si 
S(2, 4, 5) y T(0, —2, 6) son dos puntos de una 
recta £ en el espacio (Figura 9—1) entonces 
el vector t — s = (0, — 2, 6) — (2, 4, 5) = 

(—2, —6, 1) tiene una representacion geo- 
metrica que estd sobre £ y que por lo tanto es 
paralela a £. Entonces el vector (' -2, —6, 1) 
es un vector de direccion de £. (vease la 
pagina 53). 

Mediante un razonamiento andlogo al que aparece en la Seccidn 2—i se 
puede demostrar que si ,U(x, y, z) representa a un punto en el espacio 
entonces 

u = s + r(t — s), r e 51, (1) 

es una ecuacion parametrica vectorial de £. Entonces £ se puede especificar 
como 

{U: u = s + r(t ~ s), r e 51}. 

Ejemplo 1, Obtenga una ecuacion paramdtrica vectorial de la recta que 
pasa por los puntos S(3, — 1, 0) y T(4, t, 3). 

Solution: El punto S(3, —1,0) estd sobre £, y t — s = (4, t, 3) — 

(3, —1,0) = (1, 2, 3) es un vector de direccion de £. Por lo 
tanto si U(x, y, z) representa a un punto en el espacio, una 
ecuacion parametrica vectorial de £ es 

u = s + r(t — s), 


O, y, z) - (3, —1,0) + r(l, 2, 3), 


o bien 


(x, y, z) = (3 + r, — 1 + 2 r, 3 r). 
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Tal como en el caso de vectores en dos dimensiones, si se restringe el 
dominio de r, en la Ecuacion (1), a un intervalo cerrado, entonces la grdfica de 
la ecuacion es un segmento de recta. En particular si 0 < r < 1, entonces la 
gr&fica es el segmento ST. Se puede identificar a los puntos que est&n a una 
distancia dada de S sobre T eligiendo apropiadamente el par&metro r, como se 
muestra en el siguiente ejemplo. 

Ejempto 2. Obtenga las coordenadas de los puntos que trisecan al 
segmento cuyos extremos son S(2, 1, 8) y T(—1, 3, 7). 

Solucidn: El vector t - s = (-1 - 2, 3 - 1,7-8)= (-3, 2, -1) es 

un vector de direccion de la recta que pasa poor los puntos 
dados S y T, y t — s va de S a T. Por lo tanto una ecuacion 
parametrica vectorial del segmento ST es 

u = (2, 1, 8) + r(-3,2, -1), 0 < r < 1. 

Para obtener los puntos de triseccion se hace r = ^ y 
r = §, de donde 

(2,1,8)+ §(-3,2, -1) y (2,1,8)+ §(-3,2, -1), 
o bien 

(2 - 1,1 + f,8 — §) y (2 - 2,1 +§, 8 - §), 

respectivamente. Entonces las coordenadas de los puntos 
requeridos de triseccion son (1, §, -g 3 -) y (0. J, -% 2 -). 

Considerese ahora nuevamente la recta £ que se Inenciona en el Ejemplo 
1. La ecuacion parametrica vectorial de £, que se da en la solucion, 

(x, y 9 z) = (3 + r, — 1 + 2r, 3 r), 

es equivalente a tres ecuaciones cartesianas 

x = 3 + r, y = -1 + 2r, y z = 3r. 

Estas tres ecuaciones son las ecuaciones parametricas cartesianas de £, con 
par&metro escalar r. Si se despeja a r en estas ecuaciones se obtiene 


o bien 


r = x — 3, r = 


(- 1 ) . 

2 


z 




y-(- 1) , 
2 


y 


r = 


z — 0 


Como el segundo miembro de cada una de estas ecuaciones es igual a r, se 
pueden igualar los segundos miembros para obtener 


x — 3 _y — (— 1)_z — 0 

1 “ ~2 ” 


3 


( 2 ) 
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Las Ecuaciones (2) reciben el nombre de ecuaciones simetricas de £. Los 
numeros 1, 2 y 3 que aparecen en los denominadores son los numeros 
directores de £, ya que son l as compon entes de im vector de direccion de £. 
Puesto que ||(1, 2, 3)|| = vT 2 + 2 2 + 3 2 = v 7 14, un conjunto de cosenos 

1 2 3 


directores de £ es 


V 14 ’ Vl4 ’ V14 


Observese que los ntimeros 3, —1 y 


0 que aparecen en los numeradores de las Ecuaciones (2) son las coordenadas 
del punto S( 3 , —1,0) que estd sobre £. 

Con mds generalidad, si S(*i, y i, z x ) y J(x 2 , y 2 , z 2 ) son dos puntos en el 
espacio, entonces una eeuacion parametrica vectorial de la recta £ que pasa 
por S y T es 

(x, y, z) = (x u y u z 1) + r(x 2 - x u y 2 - yu z 2 - zi), 

o bien 

(x, y, z) = (x 1 + r(x 2 - Xi), y x + r(y 2 - y x ),z i + r(z 2 - zj)). ( 3 ) 

La recta £ tiene entonces las siguientes ecuaciones parametricas cartesianas 

x = Xi + r(x 2 - Xx), y = y 1 + r(y 2 - y i), z = z x + r (^2 ~ ^j). ( 4 ) 

Si las diferencias x 2 — Xu y 2 — y i, y z 2 - z, no son todas cero entonces 
(^2 — X\,y 2 — £ 1 , z 2 — zi) es un vector de direccion de £, y por lo tanto 
*2 — Xu y2 — yi, y z 2 — zi son numeros directores de «£. Si x 2 — X \, 

— y z 2 - zj son todos distintos de cero entonces 

x - = y - y x = zj-_zj_ ^ 

X 2 - Xj y 2 — y 1 Z 2 — Zi 

son las ecuaciones simetricas de la recta £ dada. Si el vector de direccidn 
v = (x 2 — xi,y 2 — yu z 2 — z x ) se escribe en la forma (y x , l? 2 , ^ 3 ), entonces 
las Ecuaciones (5) se convierten en 

x x x = y - yi = z Z\ . 

Vi v 2 v 3 


( 6 ) 


Ejemplo 3. Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta £ que pasa por 
el punto S(2, 5, — 1) y que tiene al vector v = (3, —2,2). 
como vector de direccion. 

So/ucidn: Puesto que S(2, 5, — 1) e £ y v = (3, — 2, 2) es un vector 

de direccion de £, las ecuaciones simetricas para £, son 

x — 2 _ y — 5 _ z + 1 
3 _ ~- 2 ~ ~ ~2 

Al estudiar geometria se ve que dos rectas en el espacio son paralelas si son 
coplanares y no se intersecan. Se defmird aqui el concepto de rectas paralelas 
en terminos de sus vectores de direccion. Se dird pues, tal como se.hizo para el 
piano (pagina 60), que dos rectas en el espacio son paralelas si y solo si sus 
vectores de direccion son paralelos. (Observese que se considera nuevamente 
que dos rectas coincidentes son paralelas.) 
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Ejemp/o 4. Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta £ que pasa por 
el punto S(3, —1,4) y que es paralela a la recta cuyas 
ecuaciones simetricas son 

x— 2_y+3_z 
1 “ -2 ”4’ 

Solution: Los numeros directores de £ son 1,-2, y 4. Entonces, 
empleando la Ecuacion (6) se tiene 

x — 3_y+\_ z — 4 

t~ “ ~ ~4~ * 

A1 estudiar geometria se ve que en el espacio dos pianos, o una recta y un 
piano, son paralelos si no se intersecan. Se adoptar&n definiciones similares, 
excepto que se considerard a dos pianos coincidentes como paralelos, y se 
considerard que las rectas que estdn sobre un piano son paralelas a dicho 
piano. En las Secciones 9-2 a 9-4 se discutirdn estos conceptos m&s- 
detalladamente en terminos de vectores. 

Si una recta es paralela a un piano cartesiano, entonces uno de sus 
numeros directores es 0. Por lo tanto no tiene ecuaciones simetricas de la 
forma (6), puesto que uno de los denominadores seria 0. Por ejemplo, si una 
recta £ es paralela al piano xy , pero no a los ejes x o y (Figura 9 - 2(a)) 
entonces tiene un vector de direccidn de la forma (v x , v 2 , 0),, donde 
v u v 2 t* 0. Aunque £ no tiene ecuaciones de la forma (6), si contiene al 
punto S(^i ,y Xi z x ) se puede determinar mediante las ecuaciones 

^ - * -1 = yjZJH y Z=Zl . 

Vi v 2 

Si una recta es paralela a un eje de coordenadas, entonces dos de sus 
numeros directores son 0, y en lugar de las ecuaciones simetricas se tiene 
simplemente las ecuaciones que expresan las dos coordenadas constantes de 
cada punto sobre la recta. De esta manera, si la recta £ que es paralela al eje 
z pasa por el punto S(.Xi, }>i, z 2 ) la recta se puede especificar mediante las 
ecuaciones 

x = x x y y = y i 


(vease la Figura 9-2(b)). La recta xx mterseca al piano xy en el punto 
T(jti, y u 0), como se muestra a continuacidn. 





(b) 


Figura 9—2 
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Tal como sucede en el piano, si un vector v £ (R 3 es un vector de direccidn 
de una recta £, entonces el vector—ves tambien un vector de direccion de £ 
y se puede considerar que la direccion de £ es o la de v, o la de —v. Cuando 
se asocia una recta £, a un vector de direccion particular v, se dice que £ es 
una recta dirigida, y que su direccion es la de v. Por ejemplo la recta £ que 
pasa por el punto $(2,4,3) y que tienen al vector v = (3, — 1, — 2) como 
vector de direccion es la misma que la recta que pasa por el punto S y que 
tiene al vector — v = ( — 3, 1,2), como vector de direccion; pero estas dos 
descripciones de £ especifican dos rectas dirigidas distintas puesto que sus 
sentidos son opuestos. 

El angulo que forman dos rectas dirigidas se define como el dngulo 0, 
0 < m°(</>) < 180, que forman sus vectores de direccion. N6tese que esta 
definicion se aplica a todas las rectas dirigidas en el espacio sin importar si se 
intersecan o no. 

Ejemplo 5. Demuestre que para el angulo 0 que forman las rectas 
dirigidas £i y £ 2 cuyos vectores de direccion son vi = 
(— 1, — 13 0) y v 2 = (1,1,V6), respectivamente, se tiene 
m°(0) = 120. 

Solution: Puesto que el angulo 0 satisface la ecuacion 


(-1, -1,0). (1,1, V6) 
(V2)(V8) 

-2 1 

4 2’ 


se tiene m°(4>) = 120. 


Ejereicios 9 1 

En los Ejereicios 1—6,obtenga una ecuacidn param§trica vectorial de la recta 
que pasa por los puntos S y T dados. Obtenga dos conjuntos de cosenos 
directores para la recta. 

1. S(— 1, 5, 7), T( —4, 1,3) 4. S(l, 2, 3), T(-2, 3, 4) 

2. S(2, 3,-1), T(5,-3, 1) 5. S(2,-3, 4), T(5, 2, -1) 

3. S(l, -2, -3), T(2, -3, 2) 6. S(l, 0, 3), T(2, 0, 3) 

En los Ejereicios 7—12, encuentre las coordenadas del (los) punto(s) que 
divide(n) al segmento cuyos extremos son S y T de la manera que se 
especifica. 

7. S(-1, 3, 6), T(7, 5,-2); bisecta 

8. S( —4, -3, 0), T(8, 7, 12); bisecta 

9. S(— 6, 1, 5), T(3, 13, -1); triseca 

10. S(6, 0, —3), T(—6, 9, -12); triseca 

11. S(— 1, 2, 1), T(7, 6, — 11); divide en cuatro partes iguales 

12. S(—8, 2, 3), T(0, 6, 11); divide en cuatro partes iguales 
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En ios Ejercicios 13— 18,obtenga el coseno del Angulo 0 que forma la recta 
dirigida £, con vector de direccion v, y la recta dirigida £ v con vector de 
direccion v 2 . 

13. v, = (I, 2, 2), v 2 = (3,2,6) 

14. vj = (3,0,4), v 2 = (-5, 12,0) 

15. vi - (-4,8, 1), v 2 = (3,4, -12) 

16. Vl = (9, 6, 2), v 2 = (-2,6, -9) 

17. Vl = (9, —6, 2), v 2 = (2,6,9) 

18. Vi = (0,0, 1), v 2 = (0, 1,0) 

En Ios Ejercicios 19—40,obtenga las ecuaciones simdtricas de las rectas que 
pasan por: 

19. S(0, 2, —1), y con vector de direccidn. (1, 3, 4). 

20. S(— 1, 1, — 3), y con vector de direcci6n. (2, 1, —3). 

21. S(0, 0, 0), y con vector de direccion. (1, 1, 1). 

22. S(—2, 3, 2), y con vector de direccion. (2, 1,-5). i 

23. S(3,-1,4) y T(2,-3,2). 

24. S(—4,1,3) y T(2,-3,0). 

25. S(2, -1,3) y T(-2, 1, -3). 

26. S(l, 0, 1) y T(14, 7, 3). 

27. S(2, 1,-4) y T(5, 3, —4). 

28. S(—3,2,0) y T(6, 2, -1). 

29. S(5,-1,4) y T(5, -1,2). 

30. S(3, 5, —4) y T(-2, 5,-4). 

31. SCI, 4, —2), y es paralela a la recta con ecuaciones simdtricas 

x + 3 _ y + 7 _ z - 5 
1 _ 3 -6 ' 

32. S(3, —4, 6), y es paralela a la recta con ecuaciones simdtricas 

x — 5 y z + 3 
2 = 8 _ 4 ' 

33. S( —2, -4, -1), y es paralela a la recta con ecuaciones simetricas 

x + 2 = 3 - y = 4 - z. 

34. S(5, — s/2, V3), y es paralela a la recta con ecuaciones simetricas 

x + \ / 2 y — x/2 _ z + 4 
V3 ~ V5 V7 

35. S(l, 2, 3), y es paralela a la recta que pasa por Q(2, 1, —4) y T(l, 2, 2). 

36. S(2, —1, —4), yes paralela a la recta que pasa por Q(l, 1, 3) y T(0, 3, —2). 

37. S(l, 5, —7), y es paralela a la recta que pasa por Q(2, — 1, 3) y T(5, 1, 3). 

38. S( — 5, 1, 0), yes paralela a la recta que pasa por Q(5, —1, 4) y T(5, 1, 2). 

39. S(6, —1,4), y es paralela a la recta que pasa por Q(3, 2, 5) y T(3, 2, 2). 

40. S(l, 3, 1), yes paralela a la recta que pasa por Q(4, 7, — 6) y T(4, 3, —6). 
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9—2 Pianos en el espacio 

En la Seccion 8-4 se vio que es posible encontrar un numero infinito de 
vectores no paralelos que sean perpendiculares un vector dado en (ft 3 , y que 
las representaciones geometricas ordinarias de esos vectores esten en el mismo 
piano. Usando estos hechos se puede especificar que un piano (P este en el 
espacio, puesto que, como se sugiere en la Figura 9-3 (a), (P estd compuesto 



Figura 9—3 


de los puntos que estan sobre todas las rectas que son perpendiculares a la 
recta £ en el punto S de £. Por lo tanto, como se muestra en la Figura 9-3 (b): 

Si (P es un piano y S un punto en (P, y si n es un vector no nulo 
cuya representacion geometrica es perpendicular a (P, entonces un 
punto U(x, y, z)esta sobre (P si y solo si 


( 1 ) 


(u — s) • n = 0. 


Por lo tanto la Ecuacion (1) es una ecuacion de (P. 

Puesto que U(x, y, z) es cualquier punto (arbitrario) de (P, la Ecuacion (1) 
es simplemente una afirmacion de que el vector n tiene una representacion 
geometrica que es perpendicular a todo vector geometrico cuyo punto inicial 
sea S y este sobre (P. Un vector que tenga una representacion geometrica 
perpendicular a un piano es perpendicular a (P. Un vector no nulo 
perpendicular a un piano (P, recibe el nombre de vector normal, o simplemente 
normal, a (P. 

Puesto que el producto escalar de dos vectores es un escalar, se puede 
emplear la Ecuacion (1) para obtener una ecuacion cartesiana de un piano. 

Ejempio 1 . Obtenga una ecuacion cartesiana del piano (P que pasa por el 


punto S(2, 3, —1) y que tiene al vector n = (1,3,2). como 
vector normal. 

Sea U (x,y,z) cualquier punto de (P. Entonces por la 
Ecuacion (1) se tiene 

(u — s) • n = 0, 
u • n — s • n = 0, 

(x,y,z)-( 1,3,2)- (2, 3,-1)-(1,3,2)= 0, 
jc + + 2z - (2 + 9 - 2) = 0, 

x + 3y + 2z — 9 — 0. 


Sofucidn: 
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Notese que la ecuacion cartesiana del piano que aparece en el Ejemplo 1 es 
de primer grado con respecto a las variables x, y, z, y que los coeficientes de 
las variables son las componenetes respectivas del vector normal n. Esto 
sugiere (Ejercicios 29, p&gina 317) que si U(*, y, z). representa a un punto en 
el espacio y (P es un piano que pasa por el punto S(x u yi, z x ), y cuya normal 
es n = (a, b , c ),: entonces una ecuacidn cartesiana de (P es 


■ ax + by + cz + d = 0, (2) 

donde 

d = -(ax i + by i + cz x ). 

se puede obtener una ecuacion cartesiana de un piano (P si se conocen las 
coordenadas de cualesquiera tres puntos no colineales que esten sobre (P. Si 
Si, S 2 , y S 3 son tres puntos no colineales, entonces el vector (s 2 - Si) X 
(S3 — s0 = n es perpendicular al piano (P que queda determinado por 
Si, S 2 , y S 3 , y n es no nulo puesto que los vectores s 2 - Siy s 3 ~ s^o son 
paralelos. Por lo tanto n es normal a (P y se puede encontrar una ecuacion de 
(P sustituyendo las coordenadas de n y las de Si (o bien de S 2 o S 3 ) en la 
Ecuacion (2) anterior. ^ 


Ejemplo 2. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano que pasa por los 
puntos Si(l, 2, 3), S 2 (3, ~ 1, 0), y S 3 (2, 2, - 1). 

Solucion: s 2 — Si = (3, —1, 0) — (1, 2, 3) = (2, — 3, —3), y 

S3 — Si = (2, 2, — 1) — (1,2,3) = (1,0, —4). Entonces el 
vector (s 2 — Si) X (s 3 — Si) = n es normal al piano definido 
por los tres puntos. Se tiene 


o bien 


n = (s 2 — s0 X (s 3 - Si) 

2 -3 -3 

= 1 0-4 

i j k 

= 12i + 5j + 3k, 
n = (12,5,3). 


Puesto que S(x x , y x , zO - (1,2, 3), por la Ecuacion (2) se tiene 
\2x + 5>; + 3z - [12(1)4- 5(2) + 3(3)] = 0, 

o bien 

12* + 5^ + 3z - 31 = 0, 


que es una ecuacion del piano: 
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Notese que si en la solucion del Ejemplo 2 se hubiera empleado S 2 (3, —1,0) 
en lugar de S i(1, 2, 3) en la Ecuacion (2) se hubiera obtenido 

= -[12(3) + 5(-l) + 3(0)]= -31; 

o que si se hubiera usado S 3 (2, 2, — 1), entonces se hubiera obtenido 

d = -[12(2) + 5(2) + 3(— 1)] = -31, 

de modo que el resultado es el mismo en todos los casos. 

Si una de las componentes de un vector n = (a, b , c ) normal al piano (P es 
cero, entonces existe una representacion geometrica de n perpendicular al eje 
correspondiente, y (P es paralelo a ese eje. Esto resulta evidente de un estudio 
del coseno director asociado. Por ejemplo, si a — 0, entonces 

0 

COS a = — ; ■ = 0, 

\ f b 2 + c 2 

y una representacion geometrica de n es perpendicular al eje x . Si dos 
componentes de n son cero entonces una representacion geometrica de n es 
perpendicular a los dos ejes correspondientes, y por lo tanto es paralela al 
tercer eje. En tal caso, el piano cuya normal es n es paralelo al piano 
cartesiano que contiene a los ejes correspondientes a las componentes nulas. 
Por ejemplo, cualquier piano cuyo vector normal sea n = (0, 0, c ) es paralelo 
al piano jcv, y es perpendicular al eje z. Un piano tal se puede representar 
mediante una ecuacion de la forma z = constante. 

Una recta £ es paralela a un piano (P si y solo si un vector de direccion de 
£ es perpendicular a un vector normal a (P. (Notese que £ puede estar 
contenido en (P X Una recta £ es perpendicular a un piano (P, si y solo si un 
vector de direccion de £ es paralelo a un vector normal a CP. Por lo tanto si v 
es un vector de direccion de la recta £ y n es normal al piano (P^entocnes: 

£ es paralelo a CP si y solo si v * n = 0. : 

£ es perpendicular a (P si y solo si v X n = 0. 

Analogamente dos pianos son paralelos o perpendiculares si y solo si sus 
respectivas normales son paralelas o perpendiculares. Es decir si (Pi es un 
piano con normal y (P 2 es un piano con normal n 2 , entonces 

B (Pi y (P 2 son paralelos si y s61o si nj X n 2 = 0. 

(pj y (P 2 son perpendiculares si y solo si n x • n 2 = 0. 

Observese que de esta definicion de pianos paralelos resulta que todo piano (P 
es paralelo a si mismo, puesto que para cualquier vector n normal a (P, se tiene 

n X n = 0. 
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Ejercicios 9—2 


En los Ejercicios 1—6,obtenga una ecuacion cartesiana del piano que pasa 
por el punto dado S y que tiene el vector normal n dado. 


4. S(2, — 1, 0); n = (2, -1,-2) 

5. S(0, 0, 0); n = (1,0,0) 

6. S(2, 2, — 2); n = (0,1,2) 


1. S(l, 2, 3); n = (-1,3,5) 

2. S(2, — 1, 4); n = (2,3,-1) 

3. S(— 1, — 1, — 1); n = (3,4,-5) 


En los Ejercicios 7 — 12,obtenga una ecuacion cartesiana del piano que pasa 
por los puntos A, B y C dados. 

7. A(3, 4, 1),B(— 1, —2, 5),C(1, 7, 1) 

8 . A(3, 1, 4), B(2, 1, 6), C(3, 2, 4) 

9. A(2, 1, 3), B(— 1, —2, 4), C(4, 2, 1) 

10. A(3, 2, 1), B(l, 3, 2), C(l, -2, 3) 

11. A(4, 2, 1), B(-l, -2, 2), C(0, 4, -5) 

12. A(— 1, -2, -1), B(—3, -1, -4), C(l, 2, 3) 

En los Ejercicios 13—18, obtenga las ecuaciones simetricas de la recta que 
pasa por el punto S y que es perpendicular al piano cuya ecuacidn se da. 

13. S(l, -3,4);* - 3y + 2z = 4 

14. S(—2, 1, 3); x + 2y - 2z - 5 = 0 

15. S(l, -1,2); 4x - 3y + 2z - 7 = 0 

16. S(l, -2, -3); x-3y + 2z + 4 = 0 

17. S(3, -1,4); 2x + 2y - z = 4 

18. S(—6, 4, 1); 3* - 2y + 5z + 8 = 0 

19. Obtenga una ecuacion del piano que bisecta perpendicularmente al 
segmento cuyos extremos son S(4, 7, — 1) y T(6, — 1, 5). 

20. Obtenga una ecuacion del piano que biseca perpendicularmente al 
segmento cuyos extremos son S(0, —1, —4) y T(—2, 3, 0). 

21 . Obtenga una ecuacion del lugar geometrico del tercer vertice de todos los 
triangulos isosceles cuya base tiene los extremos S(3,1, —2) y T(— 1, 3,0). 
^Cual es este lugar geometrico? 

22. Obtenga una ecuacion del lugar geometrico del tercer vertice de todos los 
tri&ngulos isosceles cuya base tiene los extremos S(3, 6, — 2) y T(5, —2, 4). 
^Cual es ese lugar geometrico? 

23. Las ecuaciones de las intersecciones del piano (P con el piano xy y el piano 
yz son 2x — y = 7, z = 0, y y + 3z = — 7, x — 0, respectivamente. 
Obtenga una ecuacion de este piano. 

24. Las ecuaciones de las intersecciones del piano (P con el piano xy y el piano 
yz son x — 4y — 12, z = 0, y 2y + 5z — — 6, x — 0, respectivamente. 
Obtenga una ecuacion del piano. 

25. Obtenga una ecuacion del piano que contiene a las rectas que se cortan 
cuyas ecuaciones son 


x-l^y+3^z x—l = y+3 = z 
2 4 7 y -1 5-2 
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26. Obtenga una ecuacion del piano que contiene a las rectas que se cortan 
dadas por las ecuaciones 

x ___ y — 1 z +_2 ^x_ = y_ ~~J z _+_2 

3 ' —1 “ 3 " y -1 2 —5 * ‘ 

27. Demuestre que la recta cuyas ecuaciones simetricas son 

x — 5 _ y + 1 _z 
3 “ —4 _ “ 2 

es perpendicular al piano con ecuacion cartesiana 

3x ~ 4y + 2z = 7. 

28. Demuestre que la recta con ecuaciones parametricas cartesianas 

x = —3 - 2 r, y = - 4 - 7/*, y z = 3r 
es paralela al piano que tiene como ecuacion cartesiana 

4x - 2y - 2z = 9. 


29. Demuestre que si U(x, y, z) representa a un punto en el espacio y 6^ es un 
piano que contiene al punto S(x\,yi, z x ), y cuya normal es n = (a, b , c), 
entonces una ecuacion cartesiana de (9 es 


donde 


+ by + cz + d = 0, 


c! — — (ax i + + c^i). 


30. Demuestre que un piano con ecuacion ax+ /?y + r/ = Oes paralelo al eje z. 

31. Obtenga una ecuacion del piano que contiene al punto y tambien a la 
recta dada por las ecuaciones simetricas 

x — 1 _ y _ + 2 _ z — 3 

_____ _ - 5 — - —- 2 - - • 


32. Obtenga la ecuacion del piano que contiene al punto S(3, —2, 1) y 
tambien a la recta cuyas ecuaciones simetricas son 


x + 2 __ y_~ 5 _ z 

i - r ~ 6 ‘ 


33. Demuestre que el piano con ecuacion vectorial n • r = d, donde 
n = (a, b, c) y r = (x, y, z ), queda tambien definido por la ecuacion 
vectorial N * r = p , donde N es el vector unidad en la direccion de n y 

d 

p = — - . Explique el signiticado geometrico de p. 
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* 34. Sean a, /3, y 7 los dngulos de direction del vector n que aparece en el 

Ejercicio 33. Emplee el resultado del Ejercicio 33 para obtener la forma 
normal 

x cos a + y cos 0 + z cos 7 = p, 

de la ecuacion de un piano. 

* 35. Demuestre que el lugar geometrico de todos los puntos equidistantes de 

los puntos S(xi, ji,zi) y T(x 2 , }> 2 , z 2 ) es un piano. 

* 36. Demuestre que el piano que interseca a los ejes x, y y z en los puntos 

(a, 0, 0), (0, b , 0), y (0,0, c), respectivamente, donde a, b y c son distintos 
de cero, tiene una ecuacion de la forma 


- + £ + £ = i. 

a b c 


* 37. Demuestre que para tres puntos no colineales cualesquiera Q(*i, yi, z x ), 
S(x 2 , y 2 > * 2 ), y T(x 3 , y 3 , z 3 ), una ecuacion del piano que contiene a Q, S 
y T es 


X 

y 

z 

l 

Xi 

y 1 

^1 

1 

*2 

y 2 

^2 

1 

*3 

y 3 

^3 

1 


Relaciones entre rectas y pianos 

9—3 Intersecciones de pianos 

Se ve, al estudiar geometria, que dos pianos dados o son paralelos, o 
coinciden, o bien se intersecan en una recta. Por ejemplo, en el espacio 
cartesiano tridimensional, la interseccion del piano xy con el piano xz es el eje 
x. Se hizo notar en la Section 9 — 2 que pianos paralelos (incluyendo los 
coincidentes) tienen vectores normales paralelos, y de esto se concluye que: 

Dos pianos cuyos vectores normales no sean paralelos se intersecan en una 
recta. 

Esta recta recibe el nombre de recta de interseccion de los pianos. A 
Si v es un vector de direccion de cual- 
quier recta £ en un piano (P, y n es un 
vector normal a (P, entonces v es perpendi¬ 
cular a n. Por lo tanto un vector de direccion 
v de la recta £ de interseccion de dos pianos 
no paralelos (P t y <$> 2 debe ser perpendicu¬ 
lar a las normales a ambos pianos. (Figura 
9-4). 



Figura 9—4 
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Entonces, puesto que el producto vectorial de dos vectores dados es un 
vector perpendicular a cada uno de los vectores dados: 

B Si n r es una normal al piano (Pi y n 2 es una normal al piano (p 2 , y 
si (Pi y (p 2 se intersecan en una recta £, entonces v = X n 2 

es un vector de direccion de £. 


Si se desea determinar a £, entonces deben obtenerse las coordenadas de 
al menos un punto S sobre £. Puesto que £ esta sobre (Pi , y sobre (P 2 , un 
punto SAal debe estar en ambos pianos. El hecho de que toda recta en el 
espacio debe intersecar al menos a un piano cartesiano se puede emplear para 
identificar a un punto S de £ , que esta sobre un piano coordenado. 
Conociendo las coordenadas de este punto se puede obtener una ecuacion de 
£. 

Ejemplo 1. Obtenga una ecuacion parametrica vectorial de la recta £ de 
interseccion de los pianos cuyas ecuaciones cartesianas son 

2x + 3y + z = 8 y x — 3y — 2z = 1. 

So/ucion: Por inspeccion = (2,3, 1) y n 2 = (1, —3, —2) son vecto¬ 

res normales a los dos pianos. Entonces un vector de direccion 
de la recta £ de interseccion es 


v 


2 3 
1 -3 

i j 


1 

-2 

k 


— 3i + 5j - 9k = (-3, 5, -9). 


como la coordenada z de v no es cero, £ es no paralela al 
piano xy , y se puede sustituir a z por 0 en las ecuaciones de los 
pianos para obtener el punto S de interseccidn de £ y el piano 
jcy. Por lo tanto las coordenadas x y y de S deben cumplir 


2x + 3 y = 8, 
x — 3 y = 1. 

Al resolver este sistema simultdneamente se obtiene 


x ~ 3 and y = f. 

Por lo tanto S(3, 0) es un punto que estd en cada uno de los 

dos pianos, y por lo tanto S esta sobre £. Por'consiguiente una 
ecuacion parametrica vectorial de £ es 


(x,y, z) = (3, f, 0) + r(—3, 5, -9), red!. (1) 


Se puede emplear la ecuacion vectorial (1) de £ anterior para determinar 
las ecuaciones parametricas y simetricas cartesianas de £. 

Forma parametrica: x = 3 — 3 r,y — § + 5 r, z = —9r. 

X - 3 = y -f = Z 
-3 5 -9 


Forma simetrica: 
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En general si S(xi,y u z r ) es un punto de la recta <£ de interseccidn de dos 
pianos no paralelos (Pi y (Pi', cuyas normales son n x y n 2 ,respectivamente, y si 
U(x, y, z) represent a un punto en el espacio entonces 

H u = $ + Kni X n 2 ), r G (R 


es una ecuacion parametrica vectorial de £. 

Ejemplo 2 Obtenga una ecuacion parametrica vectorial, una ecuacidn 
parametrica cartesiana, y las ecuaciones simetricas de la recta 
<£ que contiene a S(3, — 1, 5) y que es paralela a la recta de 
interseccion de los pianos cuyas ecuaciones son x — 2y + z = 2 
y 2x + y - z = 6. 

So/ucidn: Por inspeccion, los vectores n x — (1, —2, l)y n 2 = (2, 1, — 1), 

son normales a los pianos, de modo que un vector de direccion 
de la recta 9TC de interseccion es 


ni X n 2 


1 

2 

i 


-2 

1 


j 



= i + 3j + 5k - (1,3,5). 


Puesto que £ es paralela a 9H y contiene a S, una ecuacion 
parametrica vectorial de £ es 

u = (3, — 1, 5) + KU 3, 5), r E (R. 

Las ecuaciones parametricas cartesianas son 


x = 3 + r, y = — 1 + 3r, z = 5 + 5/*; 
y las ecuaciones simetricas son 


Existen varias relaciones posibles entre las posiciones relativas y las 
intersecciones comunes de tres pianos en el espacio. 

1. Si los tres pianos son paralelos (Figura 9 - 5(a), (b), (c» entonces no existe 
una interseccion comun a menos que los pianos coincidan, en cuyo caso la 
interseccion comdn es todo el piano. 



(a) ( b ) (c) 

Figura 9—5 
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2. Si dos, pero no los tres, pianos son paralelos (Figura 9 —6(a), (b)) entonces 
no existe una interseccion comun, a menos que los dos pianos paralelos 
coincidan, en cuyo caso la interseccion comun es una recta. 



(*) 


Figura 9—6 



3. Si no hay ningun par de pianos paralelos, pero sus rectas de interseccion 
son paralelas (Figura 9 —7(a), (b)) entonces no existe una interseccion co¬ 
mun, a menos que las rectas de interseccion coincidan, en cuyo caso la in¬ 
terseccion comun es una recta. 



4. Si no hay ningun par de pianos pa¬ 
ralelos y sus rectas de interseccion 
no son paralelas, entonces los pia¬ 
nos se intersecan en un punto (figu¬ 
ra 9-8). 


Figura 9—8 



Si tres pianos se intersecan en un solo punto, entonces las coordenadas del 
punto se pueden obtener resolviendo tres ecuaciones lineales simultdneas, que 
representan a los pianos. Si las ecuaciones no tienen una solucion unica, 
entonces los pianos no se intersecan en un s61o punto. 
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Ejemplo 3. Obtenga la intersection comtin de los pianos dados por las 
ecuaciones 

x + y + 4z = — 1, 

— 2x — y + z = —5, 

3x — 2y + 3z = —4. 

Solution: Si se elimina a y de las dos primeras ecuaciones, luego de la 

primera y tercera ecuaciones se obtiene el sistema 

— x -f" 5z = —6, 

5x + 1 lz = —6. 

Ahora eliminando a x en estas dos ecuaciones se obtiene 
36 z = —36, 


Por sustitucion se obtiene que x = 1 y y = 2. Por lo tanto no 
puede haber otra solution comtin que (x, 7 , z) — ( 1 , 2 , — 1 ). 
Verificando, se obtiene que (x, >>, z) = (1, 2, — 1) satisface las 
tres ecuaciones originales. Por lo tanto los pianos se intersec an 
en el punto S(l, 2, — 1 ) solamente. 

Observese que el Ejemplo 3 tambien podria haberse resuelto empleando la 
Regia de Cramer (vease p&gina 106) puesto que el determinante de los 
coeficientes 


no es igual a cero. 



A veces, como se menciona anteriormente, la interseccidn comtin de tres 
pianos es un piano, o una recta, o 0 . 

Ejemplo 4. Obtenga la intersection comtin de los pianos cuyas ecuaciones 
son 

x + y + z = 0 , 

2x + y — z = 3, 

4x + 3^ + z = 5. 

Solution: Eliminando a z en las primeras dos ecuaciones, y en la segunda 

y tercera ecuaciones, se obtiene el sistema 


3x + 2 y = 3, 

6 x + 4 y — 8 . 

Por inspection estas ecuaciones son inconsistentes. Por lo tanto 
no hay una terna de valores (x, y, z) que satisfaga las tres 
ecuaciones simultdneamente, y el conjunto de soluciones es 0 . 
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La intersection de un piano (P en el 
espacio con uno de los pianos cartesia- 
nos recibe el nombre de traza de (P en 
ese piano cartesiano. Frecuentemente se 
pueden emplear las trazas de un piano 
para facilitar el trazado de su grafica. 

En la Figura 9--9 se muestra la parte de 
un piano, con ecuacion 2a + 6 y + 3 z 
— 12 = 0, que estd en el primer octante. 

Puesto que todos los puntos del piano xy tienen una coordenada z igual a 
0, se obtiene la traza del piano <P en el piano xy haciendo z = 0 en la 
ecuacion de (P. Se obtiene 

2x -f- 6y “F 3(0) — 12 = 0, 

2x + 6 y — 12 = 0, 

o bien 

A' + 3y — 6 = 0. 

Analogamente, se obtiene la ecuacion de la traza sobre el piano yz haciendo 
a = 0 en la ecuacion de (P. Se obtiene 

2y + z — 4 = 0. 

Finalmente, haciendo y — 0 en la ecuacion de (P, se obtiene la ecuacion de la 
traza xz. 

2a + 3z - 12 = 0. 



2x + 3z-12 = 0 / /|\2 ) ;+2-4 = 0 

i —^ 


Ejemp/o 5. 


Solucion: 


Trace la grafica de 5a + 4z — 2y — 4 
en el primer octante. 

Obtenga y trace las graficas de las 
trazas del piano en el primer octante. 

traza xy: 5x — 2y = 4 
traza xz: 5a + 4z = 4 
traza yz: 4z — 2y = 4 

Indique ahora la parte del piano que 
esta en el primer octante como se 
muestra en la figura 



Las intersecciones de un piano con los ejes de coordenadas, es decir, los 
puntos en donde el piano corta a los ejes, resultan tambien titiles para trazar 
la grafica de un piano. Las intersecciones de un piano con los ejes x, y y z 
tienen coordenadas de la forma (a, 0, 0) v (0, b, 0), y (0, 0 ,c), respectivamente. 
Puesto que estas intersecciones son tambien los puntos donde las trazas cortan 
a los ejes de coordenadas, se pueden tambien emplear para trazar las gr&ficas 
de las trazas. 
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Ejercicios 9—3 


En los Ejercicios 1—4,obtenga una ecuacion parcimetrica vectorial de la recta 
de interseccidn de los pares de pianos cuyas ecuaciones se dan. 

1. x — 2y z ~ 0, 3x + >> + 2z — 7 = 0 

2. 2x — y + 3z + 1 = 0, 5x + 4 y — z — 17 = 0 

3. 2x + 3y — 2 = 0,y — 3z + 4 = 0 

4. x + 2y — 6 = 0, z = 4 

En los Ejercicios 5—8,obtenga (A) las ecuaciones paramdtricas cartesianas y 
(b) las ecuaciones simdtricas cartesianas de la recta de interseccidn de los 
pares de pianos cuyas ecuaciones se dan. 

5. 3x + y — z — 6 = 0, 4x — 2y — 3z + 2 = 0 

6. 2x — 3y + z — 5 = 0, 2x — y + 8z — 3 = 0 

7. x + y + 3z — 1 = 0, 2x — 3y ■+ z — 1 — 0 

8. 2x + 3y - 2z + 2 = 0, 3* - y + 3z - 19 = 0 

En los Ejercicios 9—14, obtenga la interseccidn comun de los tres pianos 
cuyas ecuaciones se dan. 

9. x + y + z — 6 = 0, 2x + 2y — 3z + 3 = 0, 2x — 3y + 2z — 2 = 0 

10. 2x + 5y + 2z - 1 = 0, x - 4y + 3z - 7 = 0, 5x + lOy - 4z - 5 = 0 

11. 2x — y + 3z — 4 = 0, x + 4y — 5z = 0, 13x - 2y + 13z - 4 = 0 

12. x + y + 2z - 5 = 0, 2x - y + 3z + 7 - 0, ^ - 2y + z + 13 = 0 

13. 2x + y + z - 7 = 0, x — 2y + z - 2 = 0, 3x + 4y + z — 12 = 0 

14. 3x + - 2z + 2 = 0, x — y + 2z - 11 - 0, 9x + y + 2z ~ 20 - 0 

En los Ejercicios 15—20, trace la gr^fica del piano cuya ecuacidn se da en el 
primer octante. 

15. x + 2y + 3z = 6 17. y + 3z = 6 19. x = 3 

16. x + 2y = 5 18. y — 4 20. x + y - z = 1 

21 . Obtenga una ecuacibn del piano que es paralelo al piano cuyas intersec- 
ciones con los ejes xyyz son 3,-1 y 2 respectivamente, y que pasa por el 
punto S(5, —8, 3). 

22. Obtenga una ecuacion del piano que es paralelo al piano cuyas intersec- 
ciones con los ejes x, y y z son-1, 3 y 5 respectivamente, y que pasa por el 
punto S(0, 1, — 1). 

23. Obtengan las ecuaciones simetricas de la recta que contiene al punto 
S( 3, 1, 6) y que es paralela a la recta de interseccidn de los pianos cuyas 
ecuaciones son 3x + 2j> — z=4yx - y + 2z = 6. 

24. Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta que contiene al punto 
S( — 1, 6, 2) y que es paralela a la recta de interseccidn de los pianos dados 
por las ecuaciones 4x — y + 2z = lyx-\-3y + z — 2. 
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* 25. Se puede asignar a una recta perpendicular a un piano dos sentidos. 
Cuando se ha hecho esta asignacion el piano estd orientado. Si la ecuacion 
del piano ax + by + cz + d = 0 estd dada, entonces se considera que 
n = (a, b , c) [y no -n = (—a, —b, — c)] 1 es su vector normal, al menos 
que se especifique lo contrario. El dngulo diedro 0, 0 < m°(6) < 180, que 
forman dos pianos orientados se define como el dngulo que forman las 
normales a los pianos (vease el diagrama). Demuestre que para los pianos 
que se cortan cuyas ecuaciones son. 



En los Ejercicios 26—30, emplee el resultado del Ejercicio 25 para obtener el 
coseno del dngulo diedro que forman los pianos orientados dadas sus 
ecuaciones. 

* 26. Ax — 2 y + z = 0 and 2x + Ay — z + 2 = 0 

* 27. x — 2y-\-2zA~3 — 0 and 2x — y — 2z — 1 = 0 

* 28. Ax + 2y — 6z + 3 — 0 and 2x — y + 3z + 5 = 0 

* 29. x + 3y + 4z = 5 and z = 0 

* 30. 2x + 3y + 2z - 3 and y = 0 


31. Demuestre que si n { = (a u buC\\ n 2 = (ci 2 ,b 2 , c 2 ),: y n 3 = (a a, c 3 ), 

entonces el determinante 


satisface la ecuacidn 



a a 


b i 
b 2 
b* 


Cl 
C 2 
C'A 


D = n t • (n 2 X n 3 ) = (rii X n 2 ) • n 3 = (n :} X n L ) • n 2 . 


En los Ejercicios 32 y 33 (Y u (s\, y 6 5 3 son pianos cuyos vectores normales son 
n, = (a lf b ]f C]), n 2 = (a 2 , b 2 , c 2 ), y n 3 = (a 3 , /> 3 , c 3 ), respectivamente. 

* 32. Emplee el resultado del Ejercicio 31 para demostrar que D — 0 si y s61o si 

(P^es paralelo a la recta de interseccion de (P 2 y (P 3 , o bien (P 2 : y (j’ ;{ son 
paralelos entre si. 

* 33. Emplee el resultado del Ejercicio 31 para demostrar que si ningtin par de 

los pianos (Pi, (P 2v y (P 3 son paralelos, y si (P l es paralelo a la 
interseccion de (P 2 y (P 3 , entonces las tres rectas de interseccion de los 
pianos son paralelas. 
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* 34. Demuestre que los pianos dados por las ecuaciones 

a\X + b x y + c x z + d x = 0 
CI 2 X H - b2y “h £ 2 ^ do — 0 


son paralelos y distintos si y solo si existe una constante k tal que 
a 2 = ka u b 2 = AA 1? c 2 = kc Xi \ pero do ^ A</ x . 

En los Ejercicios 35—42, para los pianos ov <5*2- y <? 3 representados por las 
ecuaciones (a), (b) y (c) respectivamente, obtenga las ecuaciones de la 
interseccidn de (p, y (P 2 , de y (P 3/ y de cp 2 y (P 3/ y obtenga tambten las 
coordenadas de la interseccion comun de los tres pianos. 


* 35. (a) — 2x + y — 2 + 2 = 0 

(b) x + y — 2z + 2 = 0 

(c) 2x — y + z + 2 — 0 

* 36. (a) 2x — y + z + 2 = 0 

(b) x + 3y - 2z - 3 = 0 

(c) 3x -f- 2 y — z -f 1 = 0 

* 37. (a) x — y + z + 3 — 0 

(b) 2x - 2y + 2z + 7 - 0 

(c) —x + y — z — 7 = 0 

* 38. (a) x + 2y + 3z = 0 

(b) 2x + + 4z == 0 

(c) 3x + 4v + 4z — 1 = 0 


* 39. 

(a) 

2x - y + 3z + 4 

= 0 


(b) 

— 2x + y - 3z - 

4 = 0 


(c) 

8x — 4y + 12 z + 

16 = 0 

* 40. 

(a) 

-2x -6y + 2z- 

2 = 0 


(b) 

x + 3y - z + 1 = 

= 0 


(c) 

O 

II 

N 

1 

+ 


* 41. 

(a) 

x — y + 3z + 4 = 

= 0 


(b) 

2x — 2 y -}- 6z ~b 8 

= 0 


(c) 

— 3x + 3y -9z + 

12 = 0 

* 42. 

(a) 

7x - 4y + z + 1 

= 0 


(b) 

4x — y + 2z — 2 

= 0 


(c) 

x + 2y + 3z — 5 

= 0 


9—4 Intersecciones de rectas y pianos 


Dados una recta y un piano en el espacio hay tres posibles configuraciones^ 
(Figuras 9—10 (a), (b) y (c)): o bien la recta es paralela al piano pero no lo 
interseca, o bien es paralela al piano pero estd completamente contenido en el 
piano, o bien interseca al piano en un solo punto. 



Figura 9~ 10 


Como se vi6 en la p£gina 315, una recta «£ es paralela a un piano (P si y s61o 
si un vector de direccion de <£ es perpendicular a un vector normal a (P. 
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Si £ rio es paralela a CP, entonces £ interseca a (P en un solo punto (vease 
los Ejercicios 25 y 26, pagina 330). Se pueden emplear las ecuaciones de £ y 
(P para obtener las coordenadas de este punto. 

Ejemp/o 1. Obtenga las coordenadas del punto S de interseccion del piano 
cuya ecuacion cartesiana es 

2x + 3 y ~ z = 1 

y la recta con ecuaciones parametricas 

x_— 1 _ y +_2 _ z — 2 

- _ —y-~ - • 

Solucidn: Observese primero que, de los numeros directores dados de la 

recta y de la ecuacion dada del piano, se deduce que la recta 
no es paralela al piano. Es decir 


(3, 1,2)- (2,3, -1) = 6 + 3- 2?* 0. 


Despeje a x en 


X — [ y + 2 

3 = i 


en funcion de y para 


obtener x — 3y + 7; 


Despejese a z en 


y_+_ 2 

l 


z - 2 


2 


en 


funcion de y para obtener z — 2y + 6. Estas ecuaciones 
expresan la relacion que existe entre x y y, y entre z y y para 
todo punto U(a% y, z) de la recta. En particular, se cumplen 
para el punto S de interseccion de la recta y el piano. 

Al sustituir los valores 3y + 7 y 2 y + 6 de x y z 
respectivamente en las ecuaciones del piano se obtiene 


2(3 y + 7)+ 3 y (2y + 6) — 1, 

6 y + 14 + 3y — 2y — 6 = 1, 

ly - -7, 

y = -i. 

Por lo tanto — 1 es la coordenada y del punto de interseccion 
requerido. Finalmente sustituyendo a y por — 1 en las ecuacio¬ 
nes x = 3y + 7 y z = 2 y + 6, se obtiene x — 4 y z = 4. 
Por lo tanto el punto S(4, —1,4) es el unico punto que estd 
tanto sobre la recta como sobre el piano, y se puede verificar 
que estas coordenadas satisfacen las ecuaciones dadas. Por 
consiguiente el punto S(4, —1,4) es el unico punto de 
interseccion. 

En la pagina 315 se vio que una recta £ es perpendicular a un piano (P si y 
solo si un vector de direccion de £ es paralelo a un vector normal a (P. Se 
puede emplear este hecho para obtener la ecuacion de algunos pianos. 
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Ejemplo 2. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano (P que pasa por el 
punto Q(2, — 1, 0) y que es perpendicular a la recta que pasa 
por los puntos S(3, -1, 2) y T(5, 7, -3). 

Solucion: Primero obtengase un vector v de direccion de la recta que 

pasa por S y T. Se tiene 

v = (5,7, -3) - (3, -1,2) 

= (5 - 3, 7 - (-1), -3 - 2) = (2,8, -5). 

Puesto que el vector v es normal al piano (P, una ecuacion 
cartesiana de (P es de la forma 

2x + 8y — 5z + d — 0. 

Entonces puesto que Q esta contenido en (P, sus coordenadas 
deben satisfacer esta ecuacion, y se tiene 2(2) + 8(—1) — 
5(0) + d = 0,: o sea d = 4. Por lo tanto una ecuacion 
cartesiana del piano (P es 2x + Sy — 5z + 4 = 0. 


Ejercicios 9—4 

En los Ejercicios 1 — 6,encuentre las coordenadas del punto S de interseccion 
de la recta y el piano cuyas ecuaciones se dan. 


1. 

x ~ 2 

>>+1 

z + 6 ' 

1 

-i 

-i ’ 

2. 

x - 1 

y+2 

z — 3 

1 

2 

4 ’ 

3. 

x — 3 

y+ 8 

z -{- 6 

1 

-2 

-ii ’ 

4. 

x — 2 

y - 1 

z — 5 _ 

5 

2 

~~ 1 ~ ’ 

5. 

x -f- 3 

y - 5 

z + 4 

2 

3 

2 ’ 

6. 

x — 4 

y+2 

z — 1 

3 

-2 

4 ’ 


; 3x — 2y + 3z + 16 = 0 


5x — 2y + 3z + 17 = 0 
; 4x + 3y + 3z + 5 = 0 


7. Obtenga una ecuacion del piano que contiene al punto S(l, 1, 1) y que es 
perpendicular a la recta de interseccion de los pianos cuyas ecuaciones son 
2x — y + z - 5 = 0 y x + 2y + 2z - 5 = 0. 

8. Obtenga una ecuacion del piano que contiene al punto S(2, 1, — 4) y que 
es perpendicular a la recta de interseccion de los pianos dados por las 
ecuaciones 4x — 3y + 2z — 1 — 0 y x + 4y — z — 5 = 0. 

9. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano que contiene al punto 
Q(3, —3, —4) y que es perpendicular a la recta que contiene a los puntos 
S(0, 6, —6) y T(5, 2, 2). 
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10. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano que contiene al punto 
Q( —4, 0, 3) y que es perpendicular a la recta que contiene a los puntos 
S(4, 10, -3) y T(4,14,-8). 

11. Obtenga una ecuacion del piano que contiene a los puntos S(l, 2, 3) y 
T(3, — 1, 0)y que es paralelo a la recta de interseccion de los pianos cuyas 
ecuaciones son x + y + z- 3 = 0yx + 2 i y-3z+5 = 0. 

12. Obtenga una ecuacion del piano que contiene a los puntos S(3, 0, 2) y 

T(4> 1, — 1) y que es paralelo a la recta de interseccion de los pianos dados 
por las ecuaciones x — 2y + z — 2 = 0 y lx + 3y — 2z — 3 = 0. 

13. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano que contiene al punto 

S(—6, 1,-3) y que es perpendicular a la recta cuyos cosenos directores 
son todos iguales. 

14. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano que contiene a la recta de 
interseccion de los pianos con ecuaciones x + 3y — z = 6 y x +j = 4 
y que pasa por el origen. 

15. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano que contiene al punto 

$(5, —2, 3) y que es paralelo tanto al eje x asi corno al eje z. 

16. Obtenga una ecuacion cartesina del piano que contiene al punto 

S( 3, 5, 1) y que es paralelo tanto al eje y como al eje z. 

17. Calcule la longitud del segmento de recta con ecuaciones simetricas 


x “ 3 y + 2 z + 7 


y que queda acotado por las intersecciones de 


1 -1 -1 
esta recta como los pianos cuyas ecuaciones cartesianas son 3x — 2y-\- 
3z + 16 = 0 y 3 jc — 2y + 3z — 0. 

18. Calcule la longitud del segmento de la recta cuyas ecuaciones simetricas 


son — -1 _ -- — -- - y que queda acotado por las intersecciones de 

5 2 7 

esta recta con los pianos cuyas ecuaciones cartesianas son 2x + 3y ~ 3z 
+ 5 = 0 2jc + 3y-3z-5 = 0. 

19. Una recta £ que contiene al punto S(2, —5, 8) es perpendicular al piano 
<P cuya ecuacion cartesiana es jc — 2y + 3z — 8 = 0. Obtenga las 
coordenadas del punto de interseccion de £ y (P. 

20. Una recta £ contiene al punto S(7, 3, — 5) y es perpendicular al piano (P 
cuya ecuacion cartesiana es * — y — z — 3 — 0. Obtenga las coorde¬ 
nadas del punto de interseccion de £ y <P. 

21. Obtenga las coordenadas del punto de interseccion del piano CP cuya 
ecuacion cartesiana es 2x + y + z = 6 y la recta que pasa por el origen 
y que es perpendicular a (P. 

22. Obtenga las coordenadas del punto de interseccion del piano (P cuya 
ecuacion cartesiana es x ~ 2y — 2z = 3 y la recta que pasa por el origen 
y que es perpendicular a (P. 

* 23. Demuestre que las coordenadas del punto de interseccion del piano CP con 
ecuacion cartesiana ax + by + cz = d y la recta que pasa por el origen y 
que es perpendicular a CP son. 

ad bd cd 

~ Q 'i + b 2 ~+c* ’ +T 2 “ + 'c 2 
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* 24. Emplee el resultado del Ejercicio 23 junto eon la fdrmula de distancia, 

para demostrar que la distancia que separa al origen del piano (P con 
ecuaeion cartesiana ax + by + cz = cl estd dad a por 

\d\ 

Va 2 + b 2 + c 2 

* 25. Sea S(x 1? un punto de la recta £ con vector de direccion 

v = (a ], b i, Ci). Las ecuaciones parametricas cartesianas de £ son 

x = xi + ra u y = y i + rb u z = z x + rc\. 

Sea CP un piano cuya ecuaeion cartesiana es ax + by + cz = d y tal que 
no sea paralelo a £. Demuestre que para cualquier punto de interseccion 
de £ con el piano (p, se tiene 

_ d — ax i — by i — cz\ 
aa\ -j- bb\ cc\ 

* 26. En el Ejercicio 25, demustre que el punto que corresponde al valor dado 

de r esta sobre (P. 


Formulas de distancia 


9—5 Distancia de un punto a un piano 

De la Ecuaeion (1) en la pagina 287, se sigue que para dos vectores u y v no 
nulos en 61 3 , se tiene. 

,, i, „ u • v 
IMI cos e = -p|- > 

donde 9 es el angulo entre u y v. Como se ha visto (p&ginas 290 y 291), el 


numero 


u • v 


representa la componente escalar de v paralela a u. Se ha 


ii«l! 


empleado este hecho para obtener la 
distancia (perpendicular) que separa a 
un punto S de un piano (P en el espacio, 
de la misma forma que se obtuvo la 
distancia que separa a un punto S de 
una recta £ en el piano (pdgina 89). Por 
lo tanto si S es un punto y CP es un 
piano, si T es cualquier punto sobre (P., 
y n es un vector normal a CP, entonces la 
distancia que separa a S de (P es igual 
al valor absoluto de la componente esca¬ 
lar de s — t paralela a n. Es decir 



Figura 9—11 




(0 
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En la Figura 9 — 11 se ilustra el que d( S, (?) no depende de la eleccion del 
punto especilico T sobre (P. La componente de s — t paralela a n es la misma 
para todos los puntos T sobre (P. Es decir para cualesquiera punlos T j y T 2 
sobre CP, se tiene Comp n (s — ti) = Comp n (s — t 2 ). 

Ejempfo 1. Calcule la distancia que separa al punto S(3, 2, 4) del piano 
(P con ecuacion 4x — 3y + z = 2. 

Solution: Se puede obtener un punto T sobre (P asignando arbitraria- 

mente dos componentes a T y sustituyendo estos valores en la 
ecuacion de (P para calcular su tercera componente. Si se 

sustituye tanto a x como a y en la ecuacion dada por 0 se 

obtiene z — 2, asi que el punto T(0, 0, 2) esta sobre CP. Por lo 
tanto el vector s — t es (3, 2, 4) — (0, 0, 2) = (3, 2, 2). Por 

inspeccion de la ecuacion de CP, una normal a (P es n = 

(4, —3, 1). Entonces de la Ecuacion (1) se tiene 

*s. CP) = 10 42 ) ^.= hM 
V'42 + (-3)2 + 12 

= I 12 ~ 6 + 2 ] 

VT6T9+T 


Para obtener una expresion cartesiana de c/(S, (?), notese que la ecuacion 
cartesiana ax + by + cz + d = 0 de (P se puede escribir como (x, y, z) * 
((a , b, c) + d = 0; es decir, para cualquier punto T sobre (P, se tiene 
t • n + d = 0, o sea t • n — ~d. Tomando en cuenta esto, sean (x 1 , y 1 , r j ) 
las coordenadas de S y sustituyanse estas coordenadas en la Ecuacion (1), 
pagina 330. Se obtiene 


o bien 


d( S, CP) = 


|(s - t) • n[ _ js • n — t« n [ 

!l"ll ~ !l n i| 

|(X, >>,, z,) • (a , b, c) 4- d\ 


d( S, (P) = J 


V a 2 + b 2 + c 2 

ax 1 + by 1 J r cz \ + d \ 
Va 2 + b 2 + c 2 


( 2 ) 


Ejempfo 2. 

Solution: 


Calcule la distancia que separa al punto S(3, —1,2) del piano 
(P con ecuacion x + 2y — 2z = 6. 


Empleando la Ecuacion (2) se tiene 

11(3)+ 2(— 1) — 2(2) — 6| 


d(S, (?) 


VI2 + 22 + (-2)2 


Ml 

V9 


3. 
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Se ve de la Ecuacion (2) que la distancia que separa al origen 0(0, 0, 0) del 
piano <P con ecuacion ax + by + cz + d = 0 es simplemente 


d{Q (9) = igg) + m +„i°i+ d i = w . 

\/a 2 + b 2 + c 2 \/a 2 + b 2 + c 2 

Ahora dividiendo el primer y segundo miembros de la ecuacidn ax + by + 
cz + d — 0 por Va 2 + b 2 + c 2 o — Va 2 + b 2 + c 2 , se obtiene 

a . b . c 

V a 2 + 6 2 + c 2 x/a 2 + b 2 + c 2 V a 2 + /? 2 + c 2 


o bien 


+ 


+ 




d 


x/a 2 + b 2 + c 2 
c 


= 0 


Va 2 + b 2 + c 2 - Va 2 + b 2 + c 2 -Va 2 + b 2 + c 2 

+ 


(3) 


-Va 2 + b 2 + c 2 


= 0 , 


respectivamente. Observese que los coeficientes de x, y y z en las Ecuaciones 
(3) son un conjunto de cosenos directores de n = (a , b, c), o de — n = (— a, 
— b, — c) respectivamente, y que el valor absoluto del termino constante es la 
distancia que separa al origen del piano (P. Esto permite escribir la Ecuacion 
(3) como 


x cos a + y cos 13 + z cos 7 — p = 0, (4) 

d 

donde p = ± —===== es la distancia dirigida del origen al piano (? 

\/fl2 + b2 + C 2 

(y \p\ es la distancia del origen a <p). La forma (4) recibe el nombre de forma 
normal de la ecuacion cartesiana de un piano. Puesto que se pueden elegir 
ambos signos al determinar p, cada piano que no contenga al origen tiene dos 
ecuaciones en forma normal. 

Se puede emplear la Ecuacion (4) como una altenativa a la formula de 
distancia para determinar la distancia que separa a un punto dado de una 
recta dada. 

Ejemplo 3. Para cada uno de los puntosQ(l, 2, 6), R(l, 2, — 1), S(2, 4,-2), 
y T(5, 1, —8), calcule la distancia que separa al punto del 
piano (pcuya ecuacion cartesiana es 3x — 2y + 6z + 14 = 0. 

Solucidn: Calculese primero la distancia dirigida del origen al piano (P. 

Despues obtengase la distancia dirigida del origen al piano que 
es paralelo a (P y que pasa por el punto dado. Finalmente 
calcule el valor absoluto de la diferencia de estas dos distintas 
dirigidas. 
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En la ecuacion de (p , se tie ne a = 3, b - —2, and c = 6. 
Per lo tanto Va 2 + 6 2 + c 2 = 7, y se puede escribir la 
ecuacion de (P en forma normal dividiendo entre 7: 

fx ~ ?>’ + fz + 2 = 0. 

Entonces de la Ecuacion (4) la distancia dirigida p del origen al 
piano (P es — 2. 

La forma normal de la ecuacion de un piano paralelo a (P 

es 

T-x tL + — P ~ 0. 

Para el piano paralelo a (P que contiene a Q(l, 2, 6), se tiene 
|-(1 ) — |-( 2 ) + ^(6) — p = 0, o sea p = 5. Analogamente la 
distancia dirigida p del origen al piano paralelo a (P que 
contiene a 

Resf(l) - f(2) + y(— 1) = -1, 
s es 1(2) - 1(4) + f(~2) = -2, 

T es -f(5) — f(l) + f ( —8) = -5. 

Por lo tanto se tiene 

d(Q, (?) = |5 - (-2)| = 7, 

d{ R, (P) = |-1 - (-2)! = 1, 

d(S, (?) = |-2 - (-2)| = 0, 

d( T, ft') = |-5 - (-2)| = 3. 


Ejercicios 9 — 5 

En los Ejercicios 1—6, calcule la distancia que separa al punto dado S del 
piano (P cuya ecuacion se da. 

1. S(2, -1, 4); 2x - 2y + z - 3 = 0 

2. S(2, 3, 1); 4x + 4y - Iz + 14 = 0 

3. S(3, -5, 9); 3x - 6y + 2z - 8 = 0 

4. S(5, -7, -1); a- - 2>> - 2z + 6 = 0 

5. S(2, -1, 7); 4x - By + z - 5 = 0 

6. S(l, -2, 1); I4x - 5y - 2- + 4 = 0 

En los Ejercicios 7—12,transforme la ecuacion cartesiana dada de un piano a 
su forma normal, y calcule la distancia del origen al piano. 

7. x - 2y + 2z — 27 = 0 10. 12.v - 3 y + 4z - 91 = 0 

8. 5x — 4y + 20z + 42 = 0 11. bx + 3v - 2z - 84 = 0 

9. lx + 4y - 4z + 45 = 0 12. 5* + 14 y + 2z - 150 = 0 
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En los Ejercicios 13—18,calcule la distancia que separa a los pianos paralelos 
cuyas ecuaclones se dan. 


13. 2x + y - 2z = 12 
2x + y — 2z — 18 

14. 6x — 2y + 3z = 14 
6x — 2y + 3z — 35 

15. x -\- 8j> 4 z — 36 

x + Sy + 4z = -18 

19. Calcule la distancia que separa 


16. x - 2y + 2z = -12 
x — 2y + 2z = 6 

17. x — 2y + 3z -j-6 = 0 
3x — 6y + 9z — 8 = 0 

18. —x + y — 6z — 3 = 0 
2x - 2y + 12z —11=0 

al piano con ecuacion cartesiana 


4x — 8 y + z = 1 de la recta cuyas ecuaciones simetricas son --= 

y - 10 z - 1 15 

9 = 12 ' 

20. Calcule la distancia que separa al piano cuya ecuacion es x + 3y~ 
4z — 2 = 0 de la recta de interseccion de los pianos con ecuaciones 

x — 2y + 3z = 5 y 2x + y — z = 3. 

21. Encuentre el lugar geometrico de los puntos del espacio que son 
equidistantes de los pianos cuyas ecuaciones son 2x + 2y — z — 1 = 0 y 
x — 2y + 2z + 1 = 0. 

22. Encuentre el lugar geometrico de los puntos en el espacio que son 
equidistantes de los pianos cuyas ecuaciones son 2x — y + 2z = 0 y 
x + 2y - 2z + 3 = 0. 

23.0btenga una ecuacion de un piano (P que es paralelo al piano cuya 
ecuacion es 3x — 2y + 6z — 9 , y que estd a 7 unidades de distancia del 
origen. (Hay dos resultados correctos.) 

24,Obtenga una ecuacion de un piano CP que es paralelo al piano cuya ecua¬ 
cion es x — 3>’ + 5z = 8 y que esta a 3 unidades de distancia del origen. 
(Hay dos resultados correctos.) 


9—6 Distancia de un punto a una recta (Optativo) 

La distancia de un punto a una recta en el espacio se define como la longitud 
del segmento perpendicular a la recta que va de la recta al punto. Para 


calcular la distancia d( S, £) del 
punto S a la recta <£ cuya ecuacion 
vectorial es 

u = t + r\, r e (R, 

se precede de la siguiente manera. 

Observese en la Figura 9 — 12 
que la distancia d(S, T) de S a un 
punto T sobre £ es ||s — t||, y que 
entonces 

d(S, £) = ||s — t|| sen 6. (1) 



Figura 9—12 
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Se puede verificar directamente (Ejercicio 35, p&gina 298) que para todos 
los vectores u y v 

(u X v) • (u X v) = (u * u)(v • v) — (u * v) 2 . (2) 

Puesto que (u • v) 2 == (u • u)(v • v) cos 2 6, donde 6 es el angulo que format! u y 
v, se puede escribir (2) en la forma 


j|u X v|j 2 = j)u)| 2 |i'v| 2 (1 — cos 2 6) 


Entonces si [|v|| X 0, 


.l|2| 


v; " sen^ 


!|u|| sen# 


j|u X v]| _ 

HI 


(3) 


Sustituyendo de la Ecuacion (3), con u = s — t, en la Ecuacion (1) se tiene 


d(S, £) = 


— _t)_X v|| 

■ iivir. 


(4) 


Ejemplo Calcule la distancia entre el punto S(3, —1,2) y la recta £ 
cuyas ecuaciones simetricas son 

x — 2 _ y — 1 _ z 

-- * 

Sofucion: Primero, por inspeccion, un punto de £ es T(2, 1,0) y un 

vector de direccion de £ es v = (1, 2, —1). Entonces 

s - t = (3, -1,2) - (2, 1,0) 

= ( 1 , - 2 , 2 ), 

y 

(s - t) X v = (1, -2,2) X (1,2, -1) 

= (-2,3,4). 


Ahora se encuentra que 

|| (s — t) X v|| = \. 4 + 9 + 16 = v 29 


y _ 

II v|| = VI + 4 + 1 = \/6. 


Finalmente de la Ecuacion (4) se tiene 


d( S, £) = 


V29 

V6 
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Ejercicios 9—6 

En los Ejercicios 1 — 14,calcule la distancia que separa al punto dado S de la 
recta cuyas ecuaciones se dan. 


1. S(3,0,2); x-\=y- 

2. S(2, 3, 1); f Y r = y - J, 2 

3. S(7, 6, 5); 

4. S(3, 1,-2); -y- = — ■ 

5. S(11,2, 4); -y - 2 = ?■-. 


1 = z 
= z +J 
2 

1 _ z — 1 
= 8 
-J2 = z 
-1 2 
1 = z+ 2 
-1 


1 


6. S(9, 2, 3); -£y 3 = 

7. S(l, -1,2); ~y— 

8. S(3,-1,-3); -y 

9. S(3, 1,4); = 

10. S(—2, 2, 3); 

11. S(5, -3,6); -y— 

12. S(l, 5, 15); } ’ y— = 

13. S(0, 0,0); -y— = 


y+J- = z - 1 

I ' “ 2 

= = z + 3 
- 1 3 

2_>'+ 2 _z+l 

-2 5 


.y 4- 2 _ z — 2 


2 

= £-J 

3 

= Ji+ 2 
-4 
z — 3 
"12 ' 

J> + 1 _ 


-3 

= z + 2 
-4 

y z = 4 

y * = -3 
Z+ 3 


-2 -6 


14. S(0,0,0); -±- = ^ 2 - = \ 


* 15. Sea £ x una recta en el espacio cuyo vector de direccidn es Vi y que 
contenga al punto T 1? y sea £ 2 una recta oblicua (no paralela y que no 
corte a £i) a que tenga a v 2 como vector de direccidn, y que contenga 
al punto T 2 . Emplee el hecho de que Vi X v 2 es un vector perpendicular 
tanto a £ l como a £ 2 para demostrar que la distancia (perpendicular) 
que separa a £ i de £ 2 es 


c/(£i, £ 2 ) 


IO2 - ti) • (v x X V 2 )| . 

!I v ! x v 2 || 


En los Ejercicios 16 y 17, emplee el resultado del Ejercicio 15 para calcular la 
distancia que separa a las rectas con las Ecuaciones simdtricas dadas. 

x_y+2_z — 1 x + 1 _ y — 1 _z+l 

2 " ~ 3 “ T~ ’ 3 ” “4 _ " F 

x — \ _ y z — x _y+\_z — 4 

3 _ 4 ~ ' 2 ~ - 1 ~T~ 


* 17 . 
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Resumen del capltulo 


1. Una ecuacion parametrica vectorial de la recta £ que contiene a los 
puntos (distintos) S(xi ,y x , z x ) y T{x 2 ,}>2 , z 2 ), estd dada por 

(x,y, z) = (x u yi, z i) + f(x 2 - * 1 , _V 2 - J'l, ^2 - Z i); 


Las ecuaciones parametricas cartesianas son 

x = Xi + r(x 2 ~ Xi), y = yi + r(y 2 - y i), z = z, + r(z 2 - 2,); 

y si £ no es paralela a un piano cartesiano las ecuaciones simetricas son 

x - Xi = j - ji = z - Z! . 

*2 — Xi y2 - y 1 Z 2 - Z! 


2. Si S es un punto de un piano (P, y n es un vector normal a (P, entonces un 
punto U esta sobre (P si y solo si (u — s) • n = 0. 

3. La grafica de la ecuacion cartesiana de primer grado ax + by + cz + 

d = 0, donde a, b y c no son los tres cero, es un piano (P. El vector 
n = (a, b , c) es un vector normal a (P. Si v = u 2 , U 3 ) es un vector de 

direccion de una recta £, entonces £ es paralela a (P si y solo si 
v • n = 0, y £ es perpendicular a (P si y solo si v X n = 0. Los pianos 
(Pi y (p 2 cuyos vectores norm ales son n L y n 2 , respect ivamente, son 
paralelos si y solo si n x X n 2 = 0; Son perpendiculares si y s61o si 
ni • n 2 = 0. 

4. Dos pianos tales que sus vectores normales no sean paralelos se cortan en 
una recta. Si n x y n 2 son los respectivos vectores normales de dos pianos 
que se intersecan en una recta, entonces iij X n 2 es un vector de 
direccion de la recta. La interseccion de un piano (P con uno de los pianos 
cartesianos recibe el nombre de traza de (P en ese piano cartesiano. 

5. Una recta que no sea paralela a un piano lo corta en uno y solo un punto. 

6. La distancia que separa a un punto S de un piano (p que contiene al 
punto T estd dada por 


4S, cp) = 


l(s -* )•"! . 

IWI 


donde n es un vector normal a (P. En forma cartesiana la distancia estd 
dada por 


d (S (?) = I** 1 + ^ + CZl + ^ , 

Va 2 + b 2 + c 2 

donde las coordenadas de S son (x i9 y u z{), y una ecuacion cartesiana de 
CP es ax + by + cz + d = 0. 

7. La forma normal de la ecuacion de un piano (P con ecuacion cartesiana 
ax + by + cz + d — Oes jc cos a + y cos + z cos 7 — p = 0, donde, 
cos a 9 cos 13, cos 7 son los cosenos directores de n = (a, b , c) o de 


— n = (“ a, -b, 

de O a (P. 


“ c ), y p = ± 


d _ 

Va 2 + + c"2 


es la distancia dirigida 
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8. (Optativo). La distancia que separa a un punto S de la recta £ estd dada 
por 


d( S, £) 


II (S - 0 x v|| , 

- !| v || - 


donde T es cualquier punto sobre £ y v es un vector de direceion de £. 


Ejercicios de repaso del capitulo 

1. Obtenga: (a) una ecuacion parametrica vectorial, (b) una ecuacion 
parametrica cartesiana, y (c) las ecuaciones simetricas de la recta que 
contiene a los puntos S(3, — 1, 2) y T(l, 5, 5). 

2. Calcule las coordenadas del punto medio del segmento con extremos 
S(5, — 3, 7) y T(3, 5, —3). 

3. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano que contiene al punto 
S(3, — 1, 5) y cuyo vector normal es n = (— 1 , 2, 1). 

4. Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta que pasa por el punto 
S( 1, 5, 3) y que es perpendicular al piano con ecuacion cartesiana. 

x — 2y z — 3 = 0. 


5. Obtenga una ecuacion parametrica vectorial de la recta que contiene al 
origen y que es paralela a la recta de interseccion de los pianos cuyas 
ecuaciones cartesianas son x — 2y-\-z — 4 = 0y2x + y — z— 3 = 0. 

6 . Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta de interseccion de los pianos 
cuyas ecuaciones cartesianas son x + y-2z-3 = 0y 2x — 3y + 
2z - 5 = 0. 

7. Encuentre las coordenadas del punto de interseccion de la recta con 
ecuaciones simetricas 


x + 2 = y - 4 = 

3 1 -3 


y el piano cuya ecuacion cartesiana es 2x — y + z — 4 = 0. 

8. Obtenga una ecuacion cartesiana del piano que contiene a S(3, 2,-1) y 
que es perpendicular a la recta de interseccion de los pianos cuyas 
ecuaciones cartesianas son x — 2y + z— 3 = 0 y jc + y + 2 = 0, 

9. Calcule la distancia que separa al punto S(l, 2, — 1) del piano cuya 
ecuacion cartesiana es 3x + 4y — 12z = 3. 

10. Calcule la distancia que separa al origen del piano con ecuacion 
cartesiana 2x — y — 2z — 30 = 0. 

11. (Optativo) Calcule la distancia que separa al punto S(2, — 1, 1) de la recta 
dada por las ecuaciones simetricas son x — 2 = y — 2 = z ~ 1. 

12. (Optativo) Calcule la distancia que separa al origen de la recta cuyas 


. , A . x + 1 y - 1 

ecuaciones simetricas son — = - 


z + 2. 


2 


— 2 







Geometri'a proyectiva 


Cuando un artista pinta un paisaje mapea lo que ve, es decir, mapea la 
imagen que la lente de su ojo enfoca sobre su retina, sobre un iienzo piano. 
Cuando se ve el resultado, esto es, cuando se forma una imagen del cuadro 
sobre la retina, se reconoce el paisaje que pinto el artista debido a la 
invariancia de las propiedades geometricas frente a todas estas transforma- 
ciones. 

La pintura y la fotograffa estSn basadas en las transformaciones perspecti- 
vas. Historicamente la pintura con perspectiva se desarrollo gradualmente, 
como es feicii ver a! pensar en las pinturas de aspecto piano que se ven en los 
muros de las tumbas egipcias y mayas, y en los bellfsimos jarrones griegos. 
La perspectiva de las im^genes fu<§ investigada a fondo por los grandes 
artistas como Leonardo da Vinci (1452—1519) y Albrecht Diirer (1471 — 1528). 

Fisicamente una transformacion perspectiva plana se puede describir m£s 
facilmente empleando dos pianos en lugar de uno solo. Para un punto V en el 
espacio, que corresponda por ejemplo al ojo del observador, y para dos 
pianos (P* y (P 2 que no contengan a V considerarse la recta que une a V con 



cualquier punto S 1 de <$V El punto S 2 donde esta recta intersecta a <? 2 recibe 
el nombre de proyeccion centra / de S? sobre (p 2 , con V como centro de 
proyeccion, esto se ilustra en la figura anterior. Otro tipo de proyeccidn es la 
proyeccion paralela, en la cual el mapeo se hace mediante rectas paralelas a 
una recta dada £, que no sea paralela a ni a (P 2 , como se ilustra en la 
siguiente figura. (p^gina 340) 

Cuando se proyecta de esta manera a cada punto de una configuracidn 
e h tal como el tri^ngulo que est^ sobre (P 1 empleando a V como 

centro, en proyeccion paralela a <£, en un punto sobre cp 2 , la configuracidn 
resultante C 2 recibe el nombre de proyeccidn central o paralela, respectiva- 
mente, de C] sobre (P 2 . 


339 
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Se puede proyectar ahora e 2 mediante una proyeccibn central o paralela, 
en una configuracibn e 3 , sobre un piano <p 3 , obtenibndose un mapeo indi- 
recto de Ci en e 3 , y asi sucesivamente. 



Toda transformacibn plana que sea o bien una proyeccibn central o una 
proyeccibn paralela, o que se pueda obtener mediante una sucesion finita de 
tales transformaciones, recibe el nombre de transformacidn proyectiva. Una 
sola proyeccion central o paralela se llama a veces transformacidn perspecti- 
va. La geometrla proyectiva es el estudio de las propiedades que son 
invariantes ante transformaciones proyectivas. 

Si, en la proyeccibn central mencionada enteriormente, los pianos (Pi y (P 2 
no son paralelos, entonces el piano <P que contiene a V y es paralelo a (P 2 
interseca a (Pi en una recta £,, como se muestra en la pbgina 341. Si el punto 
Q } estb sobre £ l# entonces la recta VQ] es paralela al piano (P 2 , luego no 
existe un punto de (P 2 sobre el cual se proyecta Q,. 

Anblogamente, el piano que contiene a V y es paralelo a (Pi interseca a <p 2 
en una recta £ 2 . Si el punto Q 2 estb sobre £ 2 , entonces la recta VQ 2 es 
paralela al piano (P lf y no existe un punto de <p, sobre el cual se proyecta 0 7 . 
Por lo tanto en el piano (Pi hay una recta escepcional £ ]t y sobre el piano (P 2 
hay una recta excepcional £ 2 , cuyos puntos no tienen puntos correspondien- 
tes en otro piano. 

Puesto que no existe ningun punto sobre (P 2 que corresponda al punto Q } 
sobre la recta £ ]t parece que ni siquiera la propiedad elemental de ser un 
punto es invariante bajo transformaciones proyectivas generales. Este 
defecto se puede eliminar mediante una extensibn simple y consistente de los 
conceptos que se refieren a puntos y rectas. (En geometria, como es bien 
sabido, un punto y una recta son entes axiombticos, y no las marcas que se 
hacen sobre el papel.) 

Para un punto Q } sobre la recta <£1 en la figura que aparece en la pagina 
341,tomese un punto cercano Q\ sobre <?, pero que no este sobre £ ]r y en el 
punto correspondiente Q' 2 sobre <p 2 . Si Q\ estb muy cerca de Q v entonces la 
recta VQ\ es casi paralela a 1 /Q ]f y Q' 2 estb en una posicion muy lejana 
sobre la recta VQ\, en una u otra direccion segun Q\ estb de un lado u otro 
de la recta £1 sobre GV 
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Si se piensa en el proceso de limite en el cual Q\ se acerca arbitrariamente a 
Q}. se puede extender los conceptos de punto, recta y piano en el espacio 
como sigue: Para cada recta <£, hay un punto ideal un/co en e / infinito, que 
estci sobre todas las rectas paralelas a «£ pero sobre ninguna otra recta. 
Sobre cada piano (P existe una sola recta ideal en infinito que contiene a 
todos los puntos ideales y a todas las rectas ideales, pero que no contiene a 
otros puntos o rectas. 

Con estas extensiones se ve f^cilmente, por ejemplo, que existe 
precisamente una recta que contiene a dos puntos dados del piano (sean o 
no, estos puntos ideales), que cada par de rectas dadas de un piano (sean 
ideales o no estas rectas) tienen precisamente un punto en comun, y que 
cada par de pianos en el espacio (sean ideales o no estos pianos) tienen 
precisamente una sola recta en comun. 

De acuerdo con estas extensiones una transformacion proyectiva del 
piano (P i en el piano (P 2 da origen a una correspondence biunivoca entre el 
conjunto de puntos de (P n y el conjunto de puntos de (P 2 . Los puntos se 
mapean en puntos, las rectas en rectas y el punto de interseccion de dos 
rectas en (? } se mapea en el punto de interseccion de las im^genes de estas 
rectas en (? 2 . 

Por lo tanto, como se ilustra en las figuras que aparecen en las p£ginas 
339 y 340, la propiedad de ser un tridngulo es invariante bajo transformacio- 
nes proyectivas,si se supone que cualquierade los vertices puede resultar ser 
un punto ideal al infinito. Por otra parte aunque la propiedad de ser un par de 
triangulos congruentes es invariante bajo transformaciones rigidas, esta 
propiedad no es invariante bajo transformaciones proyectivas. 

La geometrfa proyectiva fue desarrollada por matemciticos franceses 
durante los siglos XVII y XIX. Se considers generalmente que fue Jean 
Victor Poncelet (1788—1867) el que inicid el desarrollo sistem^tico de esta 
disciplina. Durante el invierno de 1813 a 1814 fue prisionero de guerra en 
Rusia, y sus pensamientos geometricos de esa epoca fueron publicados en 
1822 bajo el tftulo de "Traite des propietes projectives des figures " (Tratado 
sobre ias propiedades proyectivas de /as figuras). 

En general, tridngulos congruentes no se mapean, en tridngulos congruen¬ 
tes bajo transformaciones proyectivas, los teoremas sobre la congruencia de 
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trfangulos no tienen validez en la geometrfa proyectlva. Pero, para subrayar el 
contraste, la configuracion que requiere el Teorema de Pappus de Alejandrfa 
(siglos III y IV A. C.) se mapea en una configuracidn del mismo tipo, y por lo 
tanto este teorema si se considera como un teorema de la geometrfa 
proyectiva: 

Si !os puntos A B, C y A'. B f y C' estSn sobre las rectas que se 
cortan <£ y «£', respectivamente, y si las rectas AB' y A'B se 
cortan en el punto R, BC'y B'C en el punto S' y, CA f y C'A en el 
punto T, entonces R f S. y T son colineales. 



Por la misma razon el siguiente resultado obtenido por Gerard Desargues 
(1591 — 1661) es un teorema de la geometrfa proyectiva: 

Si en un piano dos triangulos ABC y A B'C' estcin situados en 
forma tal que las rectas que unen a vertices correspondientes son 
concurrentes en un punto 0, entonces las rectas que contienen a 
los lados correspondientes se intersecan en puntos colineales. 
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Si la geometria proyectiva se ocupara solamente sobre teoremas relativos 
a rectas que se cortan y a puntos colineales sena interesante pero no 
particularmente fructifera. En realidad sus resultados m^s bellos se refieren a 
las secciones conicas. 

Considerese la configuracion que aparece en la p^gina 166 y que se refiere 
a las esferas de Dandelin. ^Resulta claro que la elipse S que est3 en el piano 
(P y la circunferencia que esta en el piano 6 > ] son proyecciones centrales 
la una de la otra, con centro de proyeccion en el vertice V del cono 3C? Como 
se vera mas adelante en este comentario existen posiciones del piano (P para 
las cuales la proyeccion sobre (P de la circunferencia es una parabola o una 
hiperbola. En general: 

La propiedad de ser una seccion conica es invariante bajo 
transformaciones proyectivas. 

Se recordara que en la p^gina 271, en el comentario sobre transformacio¬ 
nes afines, se menciona que la propiedad de ser una circunferencia o una 
elipse, la propiedad de ser una parabola, y la propiedad de ser una hiperbola 
son invariantes bajo transformaciones afines. Las transformaciones afines 
son en realidad solo aquellas transformaciones proyectivas para las cuales los 
puntos ideales en el infinito se mapean en puntos ideales en el infinito. 

Uno de los resultados m3s importantes de la geometria proyectiva, 
descubierto por el brillante cientffico Bias Pascal (1623—1662) antes de 
cumplir los 17 anos, es el siguiente teorema: 

Si se inscribe un hexagono en una seccion conica entonces los 
tres pares de lados opuestos se intersecan en puntos colineales. 

Notese que el Teorema de Pappus (pagina 342) es un caso particular del 
teorema de Pascal, en el cual la seccion conica ha degenerado en un par de 
rectas. 



Capftulo 




En este capftulo se estudiarSn superficies tales como el 
parabo/oide hiperbdlico, asf como sus ecuaciones. 
Dando por terminado este capftulo con un estudio de 
las coordenadas cilfndricas y esfericas. 





Superficies y 
Transformaciones de 
Coordenadas en el Espacio 

Superficies 


10—1 Esferas 


Recuerdese que en geometria se define a 
la esfera como el lugar geometrico de 
todos los puntos del espacio que estan a 
una distancia dada (radio de la esfera) de 
un punto dado (centro de la esfera). Por lo 
tanto (Figura 10—1) si el centro es 
\J(x, y, z ) y el radio es r, entonces un 
punto C(x 0 , yo> z 0 ) estd sobre la esfera si 
y solo si 


ii« - c ii = r - 



Empleando coordenadas cartesianas el punto U estd sobre la esfera si y solo si 

V(x - A'o ) 2 + (y - y Q ) 2 + 0 - Zo ) 2 = r, 
o en forma equivalente 

■ (x - x 0 ) 2 + 0 - ^o) 2 + (z - Zo) 2 = r 2 . (J) 

Por consiguiente la Ecuacion (1) es una ecuacion de la esfera con centro en 
C(x 0 ,yo,Zo ) y radio r. 

Ejempto 1. Obtenga una ecuacion de la esfera con centro en C(l, — 2, 3) y 
radio 4. 

Solucion: Sustituyendo a x 0 , y 0i y z 0) por 1, —2 y 3 respectivamente y a 

r por 4 en la Ecuacion (1) se tiene 

(x - l) 2 + (y + 2) 2 + (z - 3) 2 = 16. 
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Desarrollando los cuadrados en el primer miembro de la Ecuacibn (1) y 
ordenando los terminos se obtiene 

x 2 + y 2 + z 2 — 2x 0 x — 2y 0 y — 2 z 0 z + (x 2 0 + yl + zl — r 2 ) = 0 

que es la ecuacion de la esfera. Esta ecuacibn es de la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J = 0. (2) 

Reciprocamente completando cuadrados se puede escribir a una ecuacion 
de la forma (2) como 

(x - x 0 ) 2 + (y- y 0 ) 2 + (z - z 0 ) 2 = k, (3) 

donde k es una constante. Si k > 0, entonces la Ecuacion (3) es una ecuacion 
de una esfera de radio \/k.. Sin embargo, si k = 0 o k < 0, entonces la 
grafica de la Ecuacion (3) es, o bien el punto C(x 0 , yo, z 0 ) o el bien 0 5 
respectivamente. 

Ejemplo 2. Diga cual es la grafica de cada ecuacion. 

(a) x 2 + y 2 + z 2 + 6x + 4y - 2z + 10 = 0 

(b) x 2 + y 2 + z 2 + 6x + 4y - 2z + 14 = 0 

(c) x 2 + y 2 + z 2 + 6x + 4y - 2z + 18 = 0 

Soiuc/on: Completando cuadrados se obtiene 

(a) (x + 3) 2 + (y + 2) 2 + (z — l) 2 = —10+9 + 4+1 =4; 

(b) (x + 3) 2 + (y + 2) 2 + (z- l) 2 = -14 + 9 + 4+1 = 0; 

(c) (x + 3) 2 + (y + 2) 2 + (z- 1) 2 = -18 + 9 + 4+1 = -4. 

Los lugares geometricos son: 

(a) Una esfera con centro en C(—3, —2, l)y radio 2; 

(b) el punto C(—3, —2, 1); 

(c) el conjunto vacio 0. 

Una esfera queda determinada por cuatro puntos no coplanares, por los 
cuales debe pasar la esfera. Despejando a G, H, I y J de un sistema de 
ecuaciones lineales, se obtiene una ecuacion de la forma (2) correspondiente a 
una esfera que pasa por los cuatro puntos no coplanares. Se procede entonces 
tal como se hizo en el Ejemplo 2 para obtener el radio y las coordenadas del 
centro de la esfera. 

Ejemplo 3. Obtenga la ecuacion, el radio y las coordenadas del centro de 
la esfera que pasa por los puntos Q(0,0,0), R(0,0,2), 
S(0,-l,3),yT(l,-4,3). 

Soiuc/on: L a esfera tiene una ecuacion de la forma (2). Las coordenadas 

de 0? S y T deben satisfacer esta ecuacion y se tiene: 
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0 2 + 0 2 + o 2 + d(0) + H( 0) + J(0) + 7 = 0 
0 2 + 0 2 + 2 2 + G( 0) + H( 0) + 1(2) + 7=0 
0 2 + (- 1) 2 + 3 2 + (7(0) + H(- 1) + 1(3) + 7 = 0 
l 2 + ( — 4 ) 2 + 3 2 + GO) + 7/(-4) + 7(3) + 7 = 0 

o bien J = 0 

21 + J = -4 

~H + 31 + J - -10 
G - 4 H + 31 + J = - 26 

Resolviendo este sistema de ecuaciones, es deeir, despejando a 
G, //, / yJ se obtiene G = —4, // = 4, / = —2, J = 0. Por 

lo tanto una ecuacion de la esfera es A' 2 + + z 2 -- 4a + 

4_y — 2z — 0. Completando cuadrados se obtiene 

(a - 2) 2 + (y + 2) 2 + (z - l ) 2 = 9 = 3 2 . 

Por consiguiente el radio es 3 y las coordenadas del centro son 

( 2 , - 2 , n 


Hxiste un solo piano (P. tangente a la esfera S que pase por un punto T 
dado de S. Se puede emplear el hecho de que el vector v que va del centro C 
de S a T es perpendicular a (P (Figura 10 — 2) para obtener una ecuacion de 
<P. Asi pues, si las coordenadas de T son (aj, y i, zj), y una ecuacion de S. 


Figura 10—2 



es (a — a 0 ) 2 ' + (v ~ Po) 2 + (z ~ z () ) 2 = /' 2 ; entonces v = (ai — a 0 , y x - 
y o, z i — z 0 )es el vector que va del centro a T. Puesto que (P contiene a T 
y es perpendicular a v, un punto U(a, „v, z) esta sobre (V si y solo si 

v • (u - t) = 0, 

es deeir, si y solo si 

■ Oi - a'o)(a- - A-,) + Oj - - >'i) + (z, - r„)(r - r,) = 0. (4) 

Entonces la Ecuacion (4) es una ecuacion del piano tangente 6\ 
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Otra forma de la ecuacion del piano tangente <9 se puede obtener de la 
siguiente manera. Puesto que T esta sobre S, se tiene 

(*i - *o ) 1 2 3 4 + (Ji - yo) 2 + Oi - Z 0 ) 2 = r 2 . 

Sumando miembro a miembro esta ecuacion con la Ecuacibn (4) se obtiene 

Oi - *oX* - X! + *i - x 0 ) + (y i - yo)(y - yi + yi - y o) 

+ (zx — z 0 )(z — Zi + z 1 — z 0 ) = r 2 , 

o bien 


■ Ox - X 0 )(x - x 0 ) + Ox - .VoX^ - ^o) + Ox - Z 0 )(z - z 0 ) = r 2 . (5) 


Puesto que los pasos algebraicos son reversibles,la Ecuacion (5) es tambien una 
ecuacion del piano tangente (P. 

Ejempfo 4 Obtenga una ecuacion del piano tangente (P a la esfera S cuya 
ecuacion es 

* 2 + y 2 +'Z 2 = 9 
en el punto T(l, — 2, 2) de S. 

So/ucidn: Observese primero Testa sobre S ya que l 2 + (—2) 2 + 2 2 = 9. 

El centro de S es el origen, de modo que ( x 0 , JPo> z 0 ) = (0, 0, 0). 
Sustituya a x 0 , y 0 ,y z 0 , por cero respectivamente y a x lf yi,y 
z i, por 1, —2, y 2 respectivamente, asi como, a r 2 por 9 
entonces la Ecuacion (5) queda como 

x — 2y -J- 2z — 9 
que es una ecuacion de (P. 


Ejercicios 10 — 1 


En los Ejercicios 1— 8,obtenga una ecuacibn de la esfera dado su centro Cy 
su radio r. 


1. C(5, 0, -7); r = 2 

2. C(—2, 0, 3); r = 4 

3. C(0,0, -1); r = 5 

4. C(—2,0,0); r = 3 


5. C(— 1, —2, 2); r = 7 

6. C(3, -4, —3); r = 6 

7. C(f, |, — i); r = | 

8. C(2f, —i, |); a* = | 


En los Ejercicios 9— 16,diga cual es la grbfica de la ecuacibn dada por: 


9. x 2 + y 2 + z 2 — 2x + 4y + 6z + 5 = 0 

10 . x 2 + y 2 + z 2 + 8x - 4y - 4z + 8 = 0 

11 . x 2 + y 2 + z 2 + x + 3y = 0 

12 . x 2 + y 2 + z 2 — 2x + z = 0 
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13. x 2 + y 2 + z 2 - 8x - 6y + 4z + 29 = 0 

14. x 2 + y 2 + z 2 + 2x - 2y - 4z + 6 = 0 

15. x 2 + y 2 + z 2 + 2x — 2y — 4z + 7 = 0 

16. x 2 + y 2 + z 2 + 4x + 3y — 2z + 7 = 0 

En los Ejercicios 17—24,obtenga una ecuacion , las coordenadas del centra y 
el radio, de la esfera que pasa por los puntos Q, R, S y T cuyas coordenadas 
se dan. 

17. Q(0, 0, 0), R(l, 0, 0), S(0, 1, 0), T(0, 0, 1) 

18. Q(0, 0, 0), R(l, 1, 0), S(l, 0, 1), T(0, 1, 1) 

19. Q(l, 1, 1), R(l, 1, —I), SCI, -1, 1), T(— l, 1, 1) 

20. Q(l, 1, 1), R(l, -1, -1), SC—1, 1, —1), T(—1, —1, 1) 

21. Q(2, 0, 5), R(0, 0, 1), S(3, - 1, 5), T(-1, -4, 2) 

22. Q( —5, -4, 1), R(3, 4, -5), S(0, 0, 4), T(0, 8, 0) 

23. Q(2, 1, -3), R(l, 2, 0), S(0, 2, -2), T(0, 0, 3) 

24. Q(5, -3, 7), R(2, 0, 1), S(0, -2, 0), T(-2, 1, 2) 

En los Ejercicios 25—32,obtenga una ecuacion del piano (P que es tangente 
en el punto T a la esfera S con ecuacion dada. 

25. x 2 + y 2 + z 2 = 49; T(6, 2, -3) 

26. x 2 + y 2 + z 2 = 169; T(-12, 3,4) 

27. (x - 4) 2 + (y + 2) 2 + z 2 = 121; T(-5,4,2) 

28. x 2 + (y - l) 2 + (z + 3) 2 = 25; T(3, 1, -7) 

29. (x + 2) 2 + (y + 3) 2 + (z - l) 2 = 10; T(-3, -3, 4) 

30. (x — 1)” + (y + 1)~ + (z + 3)' = 11; T(0, 0, 0) 

31. x 2 + y 2 + z 2 + 2x - 4y - 2z - 15 = 0; T(3, 0, 2) 

32. x 2 + y 2 + z 2 - 4x + 6y + 4z + 3 = 0; T(0, -2, 1) 

* 33. Demuestre que el piano tangente (P a la esfera S cuya ecuacion es 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Jz + 7 = 0 
en el punto T(xi, }’i, z r ) de S tiene por ecuacion 

XiX + yiy + z^z + — (x + Xi) + (y + yi) ^ ( z + z i)-.+ 7=0. 

* 34. Demuestre que la esfera que pasa por los puntos no coplanares 

Q(xi, 7i, Zi), R(x 2 , y 2 , z->), S(x 3 , y :t , z :i ), y T(x 4 , y 4 , z 4 ) tiene una ecua¬ 
cion de la forma 


2 . 2 i 2 

x + y + z 

x\ + y\ + zf 
x\ + y\ + z 2 > 
x\ + y\ + z£ 
x\ + y\ + Z^ 



y 

z 

1 

*1 

y i 

Zi 

1 

x 2 


Z‘2 

1 

*3 

ys 

^3 

1 

*4 

y 4 

^4 

1 


= 0 . 
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En los Ejercicios 35 y 36,diga cual es la grcifica de la ecuacion que se obtiene 
al sustituir las coordenadas de los puntos dados en la ecuacion que aparece 
en el Ejercicio 34. Si la grafica es una esfera obtenga su radio y las 
coordenadas de su centro. 

* 35. Q(0, 0, 0), R(l, 0, 0), S(2, 1, 3), T(5, 2, 6) 

* 36. Q(0, 0, 0), R(0, 1, 0), S(4, 0, 2), T(-1, 2, 3) 

En los Ejercicios 37 y 38,diga si los cinco puntos dados estcin o no sobre una 
esfera. 

* 37. Q(0, 0, 0), R(2, -4, 6), S(3, -1, 0), T(4, -3, 1), K(-2, -1, 5) 

* 38. Q(0, 0, 0), R(5, 5, 0), S(-l, 0, —1), T(l, 1, 1), K(4, 6, -6) 

En los Ejercicios 39 —42,diga cual es la interseccion de las grSficas de las 
ecuaciones que se dan. 

Ejemp/o. x 2 + y 2 + z 2 - 169 - 0; z - 12 = 0 

Sofucidn: Resuelvanse las dos ecuaciones simulta- 

neamente haciendo z igua) a 12 en la 
primera ecuacion. Se obtiene x 2 -\- y 2 — 

25 — 0. Por lo tanto, la interseccion es 
una cireunferencia con centro enC(0, 0, 12) 
y de radio 5, que esta en el piano z = 12. 

* 39. x 2 + y 2 + z 2 — 25 = 0; y — 3 = 0 

* 40. x 2 + y 2 + z 2 — 25 = 0; x 2 + y 2 (z ~~ 2) 2 — 

* 41 . x 2 + y 2 + z 2 — 25 = 0; x 2 + y 2 + (z — l) 2 — 

* 42. x 2 + y 2 + z 2 25 = 0; x 2 + y 2 + (z — l) 2 — 



16 = 0 
16 = 0 
9 = 0 


10—2 Cilindros y superficies de revoiucidn 


Resultan familiares algunas superficies fis‘:as en el espacio tales como latas y 
cohetes (Figura 10-3. Tales superficies reciben el nombre de cilindros , y se 
dice que son superficies cilmdricas. En geometria analitica 
un cilindro, o una superficie cilindrica, se puede definir 
como sigue: Imaginese un piano <p y una recta <£ que no 
sea paralela a (P. Si £ se mueve en tal forma que un 
punto T de £ recorra una t~ayectoria 6 en (p permane- 
ciendo constante la direccion de £ entocnes S, barre un 
cilindro como se indica en la Figura 10 — 4. Se dice que S 
es un cilindro, o una superficie cilindrica. Se dice que la 
curva (3 en (P es la directriz del cilindro; la recta £ y 
todas las demas rectas que estan en la superficie y que son 
paralelas a £ reciben el nombre de elementos, o genera- 
dores, de la superficie. Figura 10—3 
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Notese que en geometria analitica se considera que un ciliindr se extiende 
indefinidamente en ambos sentidos de un elemento. La Figura 10-4 muestra 
solamente una parte de un cilindro. 



Si para cada punto de una superficie existe una recta que pasa por dicho 
punto y que est& contenida completamente en la superficie, entonces se dice 
que la superficie es reglada, y se dice que las rectas son las rectas de la 
superficie. Por lo tanto un cilindro es una superficie reglada, cuyos elementos 
son las reglas. 



Se clasifica a los cilindros segiin la naturaleza de sus directrices. Por 
ejemplo si la directriz es una circunferencia, entonces el cilindro es un cilindro 
circular [Figura 10--5(a)]. La recta que es paralela a un elemento y contiene al 
centro de la circunferencia se le llama eje del cilindro. Si los elementos de un 
cilindro circular son perpendiculares al piano de la circunferencia se dice que 
el cilindro es un cilindro circular recto [Figura 10- 5(b)]. Notese que se puede 
considerar que un piano es un cilindro cuya directriz es una recta. 

Se puede considerar que una ecuacion cartesiana en dos variables es la 
ecuacion de un cilindro cuyos elementos sean paralelos al eje de coordenadas 
correspondiente a la variable que no aparezca en la ecuacion. Por ejemplo 
3x 2 -j~ 4y 2 = 12 es una ecuacion de un cilindro eliptico que tiene a una elipse- 
en el piano xy como directriz, y cuyos elementos son paralelos al eje z. 
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La intersection de cualquier superficie con un piano cartesiano se llama 
traza de la superficie en ese piano cartesiano. Como se vio en la Section 9—3, 
y como se ilustra en el Ejemplo 1 siguiente, las trazas resultan frecuentemente 
utiles al dibujar grdficas de superficies. 


Ejemplo 1 . Trace un esquema de la parte del cilindro cuya ecuacion es 
3x 2 + 4y 2 = 12 que estd en el primer octante. 


Solucion: 


Como se menciono anteriormente, puesto que la variable z no 
aparece en la ecuacibn, los elementos del cilindro son paralelos 
al eje z. Se obtiene una ecuacion de la traza en el piano xy 
haciendo z = 0 en la ecuacion original; en este caso z no 
aparece en la ecuacion original de modo que la ecuacion de la 
traza es simplemente 3x 2 + 4y 2 — 12. 

Para obtener la ecuacibn de la traza en el piano xz se hace 
y = 0 en la ecuacion original obteniendose 


3x 2 — 12, 
x 2 = 4, 

x — 2 6 x = —2. 

Para obtener una ecuacion de la 
traza en el piano yz se hace 
x = 0 de donde 

4 y* = 12 , 

y2 = 3 ’- 

y = v 7 3 d y = — \/3. 



y 


Se trazan ahora esquemas de las trazas que acotan a la grdfica 
del cilindro en el primer octante, y se indica la superficie como 
se muestra en la figura anterior. 


Otro tipo de superficie que se puede pensar estd formada por el 
movimiento de un conjunto de puntos que es el siguiente: Si se hace girar a 
una curva plana 6 alrededor de una recta £ que estd en su piano, de modo 
que cada punto de la curva describa una circunferencia, entonces la superficie 
resultante recibe el nombre de superficie de revolution. La curva plana 6 es la 
curva generadora de la superficie, y la recta alrededor de la cual se hace girar 
la curva es el eje de giro (Figura 10-6). 
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En este libro se considerar&n solo superficie de revolution que tenga a uno de 
los ejes de coordenadas como eje de giro. El siguiente ejemplo ilustra como se 
obtiene una ecuacion de dichas superficies. 


Ejemplo 2. Obtenga una ecuacion de la superficie de revolucidn generada 
por la rotacion del arco parabolico cuya ecuacion es z = y/y 
alrededor del eje y. 

So/ucidn: Elijase cualquier punto Si sobre la superficie, como se 

muestra, y considerese la seccion transversal que estd en el 
piano perpendicular al eje j;, y que contiene a este punto. Sea C 



el centro de esta seccion transversal y sea S 2 el punto de la 
seccion que esta sobre la curva generadora. Si las coordenadas 
de Sj son (*i, y Zi), entonces las co ordenadas de C son 
(0,^,0) y la distancia CSi es y/xf + z\. Puesto que S 2 
esta sobre el arco parabolico de ecuacion z = y/y, las 
coo rden adas de S 2 son (0, y u y/y x ). Por lo tanto, la longitud 
de CS 2 es \fy j. Como CSi y CS 2 tienen la misma longitud, 
por ser segmentos radiales de la misma circunferencia, se tiene 

Vji — y/ x\ + z\. 

Elevando al cuadrado ambos miembros de la ecuacion se 
obtiene 


J ; i — Xl + ^1- 

Como Si es cualquier punto de la superficie se puede escribir 
que 

f-* 2 + z 2 (1) 

es una ecuacion satisfecha por todos los puntos del lugar 
geometrico. Reciprocamente, como todos los pasos algebraicos 
son reversibles cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan 
la Ecuacion (1) esta sobre el lugar geometrico. Por lo tanto, la 
Ecuacion (1) es una ecuacion de la superficie. 
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Se puede emplear el metodo descrito en el Ejemplo 2 para obtener una 
ecuacion de cualquier superficie de revolucion generada por la rotacion de una 
curva que esta en uno de los pianos cartesianos alrededor de uno de los ejes 
de coordenadas. Resumiendo estos resultados de la siguiente manera: 

j Para obtener una ecuacion de una superficie de revolucibn 

generada por la rotacion de una curva dada <3 que este sobre un 
piano cartesiano alrededor de un eje de coordenadas dado, sustitb- 
yase, en la ecuacion de e, si el eje de revolucion es: 

El eje jc: 

a y 6 z, el que aparezca en la ecuacion, por 
El eje y : 

a x 6 z, el que aparezca en la ecuacion, por iVx 2 + z 2 ; 

El eje z: 

a x 6 y\ el que aparezca en la ecuacion, por dtVx 2 ~+ y 2 . 

Ejemplo 3. Obtenga una ecuacion de la superficie generada por la rotacion 
de la elipse cuya ecuacion es x 2 + 4y 2 = 1 alrededor del eje 
x. 

Sofucion: Sustituyase a y por x 2 + 4y 2 =1, en la ecuacion de la 

curva generadora ±\/y 2 + Z 2 para obtener 

x 2 + 4 (iVT^-T ^) 2 = 1, 

o bien 

x 2 + 4y 2 + 4z 2 - 1, 
que es la ecuacion requerida. 


Ejercicios 10—2 


En ios Ejercicios 1— 6,trace la parte que este en el primer octante del cilindro 
cuya ecuacion en (R 3 se da. 

1. y 2 + z 2 = 4 4. x 2 - z 2 = 4 

2. x 2 + z 2 = 16 5. 4 y 2 + 9 z 2 - 36 

3. y = x 2 6. z = x 2 + 1 


En los Ejercicios 7— 14,obtenga una ecuacion de la superficie que se obtiene 
haciendo girar la curva cuya ecuacion se da alrededor del eje que se indica. 

7. x 2 + 2j> 2 = 1; el eje x 

8. x 2 + 2 y 2 = 1; el ejey 

9. 2x 2 — z 2 = 1; el eje x 


11 . 

12 . 

13. 


^ 2 + 


x — 4 — 0; el eje x 

- 2y + 3 = 0; el ejey 

— 4x + y 2 — 21 — 0; el eje x 


10. 2x 2 


,2 = 


1; el eje z 


14. x 2 + y 2 + 6y — 1 — 0; el eje x 
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15. Obtenga una ecuacibn de la curva que es interseccibn de la superficie 
mencionada en el Ejercicio 3 con el piano que tiene por ecuacibn y = 4. 

16. Determine una ecuacion de la interseccibn de la superficie del Ejercicio 4 
con el piano cuya ecuacion es z — 3.. 

17. Obtenga una ecuacion de la interseccibn de la superficie que se menciona 
en el Ejercicio 7 con el piano cuya ecuacion es x = 0. 

18. Obtenga una ecuacibn de la interseccion de la superficie que se menciona 
en el Ejercicio 8 con el piano xz. 


10—3 Superficies cuadr&ticas 

En capltulos anteriores se vio que en el piano la gr&fica de una ecuacibn 
cartesiana en dos variables de primer grado es una recta, y que la gr&fica de 
una ecuacibn de segundo grado en dos variables es una seccion cbnica (que 
puede ser una seccibn cbnica degenerada). En el Capitulo 9 se vio que en 
el espacio la gr&fica de una ecuacibn cartesiana de primer grado en tres 
variables es un piano, y que para describir a una recta en el espacio 
empleando coordenadas cartesianas se usan dos ecuaciones de primer grado 
cuyas gr&ficas (pianos) tienen a la recta deseada como interseccibn. 

Parece razonable preguntarse cuales son las gr&ficas en el espacio de una 
ecuacibn cartesiana de segundo grado en tres variables 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz + J = 0, 

donde los coeficientes son constantes reales, y A , B, C, D, E y F no son todos 
cero. Es de esperarse que la gr&fica de una ecuacibn tal tenga alguna relacibn 
con las secciones conicas. Para ver esto considerese la interseccibn de un piano 
<P, paralelo a uno de los pianos cartesianos, y la gr&fica de una ecuacibn de 
segundo grado en x, y, y z. Sobre (P una de las variables es constante. Cuando 
se sustituye a esa variable por el valor de esa constante en la ecuacibn de 
segundo grado en x, y, y z, se obtiene una ecuacibn de a lo sumo, segundo 
grado en las otras dos variables. Por lo tanto,la interseccibn es normalmente 
una cbnica. 

Por ejemplo, para la interseccibn de la gr&fica de la ecuacibn 

x 2 + 2y 2 + z 2 - 3z - 5 = 0 
con el piano z = 4, se tiene 

v 2 + 2y 2 + 4 2 - 3 ( 4 ) - 5 = 0, 
x 2 + 2y 2 - l = 0. 

La interseccibn es por lo tanto una elipse. (La interseccibn de (P y la gr&fica de 
una ecuacibn de segundo grado en x, y y z, puede ser (P mismo. Este es el caso 
por ejemplo, cuando la ecuacibn es x 2 = 0 y (P es el piano yz.) 
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Se dice que la grdfica de una ecuacidn cartesiana de segundo grado en tres 
variables es una superficie cuadratica. En esta seccibn se estudiar&n los tipos 
generales de superficies cuadrdticas. Se dardn sus ecuaciones en terminos de 
ejes apropiadamente escogidos y de constantes positivas a, b y c. Los ejes se 
eligiran para que no haya terminos en xy, xz o yz en las ecuaciones (Vease la 
Section 10—4.) 


1. Elipsoide (Figura 10 — 7): 



Las intersecciones con los ejes x, y, y z son respectivamente dbfc, y 
dtzC. La interseccibn (traza) de esta superficie con cada uno de los pianos 
coordenados es una . elipse o una circunferencia. 

Si dos de los nbmeros a, b 6 c son iguales, entonces la superficie es un 
esferoide. Si los tres ndmeros son iguales entonces la superficie es una esfera. 


Figura 10—7 



Un esferoide es una superficie de revolucidn que se obtiene al hacer girar 
una elipse alrededor de uno de sus ejes. Es un esferoide prolatico, como una 
pelota de football americano, si su eje de giro es el eje mayor de la elipse. [Fi¬ 
gura 10-8 (a)]. Y es un esferoide oblatico, como una perilla, si el eje de giro 
es el eje menor de la elipse [Figura 10-8 (b)]. 




Figura 10—8 
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2, Hiperboloide de una ram a. (Figura 10-9): 


o 2 i " b 2 c 2 


La superficie tiene secciones transver- 
sales en pianos paralelos al piano xy que 
son elipses, o si a = b, son circunferen- 
cias. Las secciones transversales en pianos 
paralelos a los otros pianos cartesianos son 
hiperbolas. Si a — b> se puede pensar que 
la superficie es generada por la rotacion 
de una hiperbola alrededor de la recta 
que contiene a su eje conjugado. La 
expresion “de una rama” se refiere a que 
la superficie es conexa, o que es de un 
solo pedazo. 


1 



Quizds sea sorpresivo el que por cada punto de un hiperboloide de una 
rama pasan dos rectas que estdn totalmente contenidas en la superficie (Vease 
la pagina 359 y los Ejercicios 19 -24, pdginas 364 —365.) Como ya se ha men- 
cionado estas rectas son reglas, y por lo tanto un hiperboloide de una rama 
es una superficie doblemente reglada. 


3. Hiperboloide de dos ramas (Figura 10-10): 



2 2 

- 1 - + £. = i 
b 2 ^ c 2 


6 



= -1 


La seccion transversal de esta superfi¬ 
cie en un piano paralelo al piano xy es 
unaelipse,ounacircunferenciasi z 2 > c 2 , 
o un punto si z 2 = c 2 y es el conjunto 
vacio si z 2 < c 2 . Las secciones transver¬ 
sales en pianos paralelos a los otros 
pianos cartesianos son hiperbolas. Si 
a = b, se puede pensar que la superficie 
se genera haciendo girar a una hiperbola 
alrededor de su eje principal. Se dice que 
este hiperboloide es de dos ramas puesto 
que la superficie consta de dos conjuntos 
conexos pero que no se conectan el uno 
con el otro. 



Figura 10—10 
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4. Cono eliptico (Figura 10-11): 


2 2 2 
- + ^- z - = o 

2 ^ b 2 C 2 


Esta superficie tiene secciones transversales en 
pianos paralelos, y por encima o debajo de, el piano 
xy que son elipses, o si a = b 9 son circunferencias; 
en el piano xy la elipse o circunferencia se reduce a 
un punto. Las secciones transversales en pianos 
paralelos, pero no coincidentes, a los otros pianos 
cartesianos son hiperbolas. Para los pianos carte- 
sianos, las hiperbolas se reducen a pares de rectas 
que se intersecan. La recta que une cada punto de 
un cono eliptico con el origen estd totalmente 
contenida en la superficie del cono y por lo tanto el 
cono eliptico es una superficie reglada. 

Se puede pensar que un cono eliptico es una forma degenerada de un 
hiperboloide de una o dos ramas. Estd relacionado con estos hiperboloides de 
la misma forma que las asintotas de una hiperbola estdn relacionadas con la 
hiperbola. Se dice que la gr&fica de 



Figura 10—11 


2 2 2 
*r jr _ zj 

q 2 X b 2 C 2 


0 


es el cono asintotico del hiperboloide de una rama 


*! + z! 

a 2 T 


z, 

c 2 


1. 


y tambicn del hiperboloide de dos ramas 


2 2 2 

£1 

a 2 X b 2 c2 


1 


Los elipsoides, hiperboloides de una rama, hiperboloides de dos ramas y los 
conos elipticos son superficies cuadraticas centrales. En las representaciones 
ordinarias dadas anteriormente las superficies cuadrdticas tienen su centro en 
el origen. - 

5. Paraboloide eliptico' (Figura 10-12: 

2 2 

■ z = ?L + 1L 

a 2 7 b 2 

Para esta superficie una seccidn transversal en un 
piano paralelo a, pero encima de, el piano xy es una 
elipse, o, si a — b 9 es una circunferencia. La seccibn 
transversal en el piano xy es simplemente el origen. 

Las secciones transversales en pianos paralelos a otros 
dos pianos cartesianos son pardbolas. Si a — b, se 
puede pensar,que la superficie se genera haciendo 
girar a una pardbola alrededor de su eje. 
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Las maquetas de un paraboloide hiperbdfico (arriba) y de un hiperboloide de una rama 
(ahajo), que estan hechas con hifos, muestran que ambas superficies son superficies 
dob/e me nte re glad as. 
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6. Paraboloide hiperbolico (Figura 10 -13): 



A veces se dice que un paraboloide hiperbdlico es una superficie en forma 
de una silla de montar, puesto que en efecto se parece a uno de estos objetos 
en que las secciones transversales que son pardbolas tienen orientaciones 


Figura 10—13 



opuestas; la seccion (traza) sobre el piano yz se abre hacia arriba, y la seccidn 
(traza) sobre el piano xy se abre hacia abajo. La traza de esta superficie en el 
piano xy es un par de rectas que pasan por el origen, pero cualquier otra 
seccidn transversal en el piano paralelo al xy es una hiperbola. Si el piano estd 
por encima del piano xy la seccidn transversal es una Hiperbola con eje 
principal paralelo al eje y . Si el piano estd por debajo del piano xy la seccidn 
transversal es una hiperbola con eje principal paralelo al eje x. 

Tal como para el hiperboloide de una rama, el paraboloide hiperbdlico es 
una superficie doblemente reglada (vease la pdgina 359 y los Ejercicios 25—28, 
pagina 365). 

Los paraboloides elipticos y los paraboloides hiperbdlicos son superficies 
cuadraticas no centrales. En las representaciones ordinarias dadas anterior- 
mente tod a superficie cuadrdtica no central tiene su vertice en el origen. 

Claramente en todas las ecuaciones anteriores de superficies cuadrdticas se 
pueden intercambiar a, x, y, y z por sus negativos. Por ejemplo la grdfica de 



es un hiperboloide de dos ramas, y la grdfica de 



es un paraboloide eliptico. 
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Tal como en el caso de las secciones conicas existen superficies cuadrdticas 
degeneradas. Para la grdfica de 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + J = 0, ( 1 ) 

donde A, B y C no son todos cero, existen las siguientes grdficas degeneradas 
(ademas del cono eliptico): 


1. Ningun punto, si A,B y C tienen todos el mismo signo (uno o dos de esos 
numeros pueden ser cero), y J tiene el mismo signo (y es diferente de cero). 
Por ejemplo, la ecuacion x 2 y 2 + z 2 + 4 = 0 tiene a 0 como grdfica. 


2. Un punto, el origen, si A, B y C tienen todos el mismo 
signo y / = 0. Por ejemplo,la grdfica de 

3x 2 + 2 y 2 + z 2 = 0 

es el origen. 



y 


3. Una recta, uno de los ejes-de coordenadas, si dos de los z » 
numeros A, B 6 C tienen el mismo signo y el otro coefi- 
ciente y la constante J son cero. Por ejemplo,la grdfica de 
y 2 4 - z 2 — 0 es el eje x. y 


4. Un piano, uno de los pianos cartesianos, si dos de los 
numeros A, B 6 C son cero y la constante / cero. Por 
ejemplo,la grdfica de x 2 = 0 es el piano yz. 



5. Un par de pianos paralelos a uno de los pianos carte¬ 
sianos si dos de los numeros A, B 6 C son cero y el 
otro coeficiente y la constante J tienen signos opues- 
tos. Por ejemplo,la grdfica de z 2 — 4 = 0 es el par 
de pianos cuyas ecuaciones son z = 2 y z = — 2 . 



6 . 


Un par de pianos que se intersecan en un eje de coor¬ 
denadas si uno de los numeros A, B 6 C es cero, los otros 
dos tienen signos opuestos, y J = 0. Por ejemplo, la 
grafica de 4x 2 — y 2 = 0 es el par de pianos cuyas 
ecuaciones 2x + y ~ 0 y 2x — y = 0 . 




362 Capitulo 10 


7. Un cilindro eliptico o circular si uno de los ntimeros 
A, B 6 C es cero, los otros dos tienen el mismo signo, y 
/tiene el signoopuesto. Por ejemplo, la grdfica de 4x 2 + 
9y 2 — 36 = 0 es un cilindro eliptico con elementos 
paralelos al eje z. 



8. Un cilindro hiperbolico si uno de los nbmeros 
A, B 6 C es 0, si los otros dos tienen signos 
opuestos y J ^ 0. Por ejemplo,la grdfica de 
y 2 _ 2z 2 — 1 = 0 es un cilindro hiperbolico 
con elementos paralelos al eje x. 



Existe un tipo de superficie cuadrdtica degenerada 
que no se puede representar mediante una ecuacibn de 
la forma (1), a saber, el cilindro parabdlico. Por ejemplo, 
la grdfica de z — y 2 es un cilindro parabdlico con ele¬ 
mentos paralelos al eje x. 



Como se ilustra en el Ejemplo 1 de la pdgina 352, al trazar un esquema de una 
superficie se pueden emplear las trazas de la superficie en los pianos 
coordenados, y las secciones transversales de la superficie en pianos paralelos a 
los pianos coordenados, como base del esquema final. 


Ejemplo. Sea S la superficie con ecuacibn 4z = x 2 + y 2 . 

(a) Diga cual es la grdfica de S. 

(b) Obtenga las ecuaciones de las trazas de S en los pianos 
coordenados e identifique la grdfica de cada traza. 

(c) Obtenga las ecuaciones de las secciones transversales de S, 
en los pianos cuyas ecuaciones son z = lyz = 4,e identifi¬ 
que la grdfica de cada seccion transversal. 

(d) Trace un esquema de la superficie S. 

Soluc/on: ( a ) Comparando la ecuacion dada con la ecuacibn ordinaria de 

las superficies cuadrdticas se ve que dado que la ecuacion se 
puede escribir en forma equivalente como 



donde a = b — 2, la grdfica es un paraboloide eliptico. 
(Puestoque los coeficientes de x 2 y y 2 son iguales,es tam- 
bien una superficie de revolucibn.) 
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(b) Las ecuaciones y los nombres de las trazas son los siguien- 
tes: 

en el piano xz, x 2 = 4z, una pardbola; 

en el piano yz, y 2 — 4z, una pardbola; 

en el piano xy, x 2 + y 2 = 0, el origen. 


En las siguientes figuras se muestran las gr&ficas de estas 
trazas. 



(c) Las ecuaciones y los nombres de las secciones transversales 
son los siguientes: 

en el piano z = 1, x 2 + y 2 = 4, una eireunferencia; 
en el piano z = 4, x 2 + y 2 = 16, una eireunferencia; 

(d) Trazando las gr&ficas de las secciones transversales se obtie- 
ne el esquema que se muestra a la derecha de la figura 
anterior. 


Ejercicios 10 — 3 


En los Ejercicios 1—8: 


a. Identifique la grdfica de la ecuacion dada. 

b. Obtenga las ecuaciones de las trazas (si existen) en los pianos coordenados. 

c. Obtenga las ecuaciones de las secciones transversales (si existen) en los 
pianos cuyas ecuaciones son x = 4, y = 4, y z = 4. 

d. Trace un esquema de la superficie. 


1. 9x 2 + 4 z 2 = 36 y 

2. 4 y 2 + 4z 2 — x 2 = 0 

3. 9x 2 — y 2 = 4z 

4. 2 y 2 + 4z 2 = x 2 



+ + 


+ ^- 
+ 16 
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En los Ejercicios 9—16,complete los cuadrados en x, y, y z, como se hizo en 

la Seccion 10—1. Identifique la superficie. 

9 . x 2 - y 2 - z 2 + Ax - 8y + 2z - 17 = 0 

10 . x 2 + y 2 + z 2 - 6x + 4y - 8 = 0 

11 . 2 x 2 +y 2 - 4z 2 + 4z''- 6y - 2 = 0 

12 . y 2 - x 2 - 4z 2 = 2x + 8 z 

13 . x 2 - 4y 2 + 2x - z + 8^ - 3 = 0 

14 . x 2 + z 2 + 2x + %y + 2z — 3 = 0 

15 . x 2 + z 2 - 4x - y - 5 = 0 

16 . x 2 — z 2 — y 2 — 4x + 4z — 1 = 0 

17 . Obtenga una ecuacion del lugar geometrico del punto que se mueve de 
manera que su distancia al punto cuyas coordenadas son (0, c, 0) es 
igual a su distancia al piano xz. Identifique ese lugar geometrico. 

18 . Obtenga una ecuacion del lugar geometrico del punto que se mueve en 
forma tal que la suma de sus distancias a los puntos cuyas coordenadas 
son (—c, 0, 0) y (c, 0, 0) sea una constante positiva k. Identifique ese 
lugar geometrico. 

En los Ejercicios 19—24,esboce una demostracidn de la afirmacion hecha en 

el texto de que un hiperboloide de una rama es una superficie doblemente 

reglada. 


19 . Demuestre que si el punto U(x 0 , yo 9 z 0 ) 9 con x 0 ^ —a 9 estd sobre el 
hiperboloide de una rama 


a 2 ^ b 2 c 2 


( 1 ) 


entonces existe un solo valor real r para el cual 



[Sugerencia: Escriba la Ecuacion (1) en la forma 


(H)(H) - 0+s)0 - =) 


Despeje a r en la primera de las Ecuaciones (2) y demuestre que puesto 
que U esta sobre el hiperboloide este valor de r tambien satisface la 
segunda de las Ecuaciones (2).] 

20 . Demuestre que para cada valor fijo del parametro r, si U(x 0 , ^o) estd 

sobre la recta de iqterseccion de los pianos cuyas ecuaciones son 



entonces U esta tambien sobre el hiperboloide de una rama representado 
por la Ecuacion (1). 

21 . Demuestre que la recta de interseccion de los pianos dados por las 
ecuaciones son 
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i--=0 y 1+^ = 0 (4) 

be a 

esta sobre el hiperboloide de una rama representado por la Ecuacion (1). 
* 22 . Repita el Ejercicio 19 con 


yo _ zo 

b c 




en lugar de las Ecuaciones (2). 
* 23 . Repita el Ejercicio 20 con 


en lugar de las Ecuaciones (3) 
* 24 . Repita el Ejercicio 21 con 

r + - = 0 

b c 

en lugar de las Ecuaciones (4), 


1 + - = 0 
a 


En los Ejercicios 25—28, esboce una demostracion del hecho de que un 
paraboloide hiperbolico es una superficie doblemente reglada. 

* 25 . Demuestre que si el punto U(x 0 , yo, z o) esta sobre el paraboloide hiperbo¬ 
lico 

2 2 

ZL _ *_ = z (5) 

b 2 a* ’ K } 

entonces existe un solo numero real r para el cual 


yo , *o 
b ^ a 


yo _ xo 

. b a 


[Sugerencia: Factorice el primer miembro de la Ecuacion (5),] 

* 26 . Demuestre que para cada valor fijo del pardmetro r, si U(x 0 , yo, z 0 ) estd 
sobre la recta de interseccion de los pianos cuyas ecuaciones son 


(H) 


entonces U esta tambien sobre el paraboloide hiperbolico representado 
por la Ecuacion (5) del Ejercicio 25. 


* 27 . Repita el Ejercicio 25 con 

Jo _ *o _ „ 
b a 

en lugar de las Ecuaciones (6). 

* 28 . Repita el Ejercicio 26 con 

y _ X = 
b a 

en lugar de las Ecuaciones (7). 


y o , *o 
J + 'a 


y , x 

b' a 
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Transformaciones de coordenadas. 
Otros sistemas de coordenadas 


10—4 Traslaciones y rotaciones de ejes 

En la Secdon 10—1 se vio que una ecuaci6n de la forma 

(x - x 0 ) 2 + (y - .Vo) 2 + (Z - Z 0 ) 2 = r 2 , r > 0, (1) 

representa una esfera con centro en C(.v 0 , y 0> z 0 ) y radio r. Efectuando las 
sustituciones 


x' = x — x 0 , 

/ = y - .vo, 
z' = z - z 0 , 

se puede escribir la Ecuacion (1) en la forma 

X'2 -|- y'Z + z /2 = r 2 

Las Ecuaciones (2), o sus equivalentes 

* = x' + x 0 , 

y = / + y 0 , 

Z = z' + z 0 , 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


son las ecuaciones de una traslacion de 
ejes (Figura 10—14). Se puede pensar 
que los ejes x f , y* y z' resultan de la 
traslacion de los ejes x, y, y z, mante- 
niendo a estos liltimos paralelos a sus 
orientaciones originales hasta que el 
origen coincida con el punto cuyas coor¬ 
denadas originales son (x 0 ,^ 0 ) z o)- Las 
Ecuaciones (1) y (3) representan ambas a 
la esfera que se muestra en la Figura 
10-14, pero la Ecuacion (3) es m&s 
sencilla y representa a la esfera con 
centro en el origen del sistema de coor¬ 
denadas x'y'z '. 

Analogamente mediante una traslacion de ejes se puede transformar 
cualquier ecuacion de segundo grado en x, y, y z en la cual no aparecen 
terminos en xy, xz o yz es una de las formas m&s sencillas que se estudiaron en 
la Seccion 10—3. 
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Ejemp/o 1. 

Transforme, mediante una traslacion de ejes, las ecuaciones 
dadas para que sus grdficas tengan su centro (si la gr&fica es 
un elipsoide o hiperboloide) o su vertice (si la gr&fica es un 
paraboloide) en el origen del nuevo sistema de coordenadas. 
Identifique la grafica y obtenga las coordenadas x, y f y z de su 
centro o vertice. 

(a) 36a 2 + 9 y 2 - 4z 2 + 18 y + 16z - 43 = 0 

(b) y 2 + 5z 2 — 5x — 6 y + 10z —1=0 

So/ucidn: 

(a) Agrupando terminos, factorizando constantes, completando 
cuadrados y simplificando: 

36a* 2 + 9 (y 2 + 2 y) — 4(z 2 — 4z) = 43, 

36x 2 + <ty 2 + 2y + 1) - 4(z 2 - 4z + 4) = 43 + 9 - 16, 
36* 2 + 9(y + l) 2 - 4 (z - 2) 2 = 36. 

Ahora haciendo x' = a. / = y + 1, z' = z — 2, y escri- 
biendo la ecuacion en su forma ordinaria: 

a' 2 y /2 z /2 

l 2 + 2 2 3 2 “ 

Esta es la ecuacion de un hiperboloide de una rama (vease 
la p&gina 357). Las coordenadas de su centro son (a', y' 9 z r ) = 
(0,0,0). Por lo tanto, puesto que a = a', y = y f ~ 1, y 
z = z' + 2, las coordenadas Ayz del centro son (0, — 1, 2). 
(to) Agrupando terminos, factorizando constantes, completando 
cuadrados y simplificando: 

(y 2 - 6v) + 5(z 2 + 2z) = 5a + 1, 

(y 2 - 6y + 9) + 5 (z 2 + 2z + 1) = 5a + 1 + 9 + 5, 

C y - 3) 2 + 5(z + l) 2 = 5a + 15 = 5(a + 3). 

Haciendo a' = a + 3, / = y — 3, y z' = z + 1, y es- 
cribiendo la ecuacion en su forma ordinaria. 

(V5) 2 + l 2 

Esta es una ecuacion de un paraboloide eliptico (vease la 
pagina 358). Las coordenadas del vertice son (a', y\ z') = 
(0, 0, 0). En consecuencia, debido a que a = a' — 3, y = 
y f + 3, y z = z' — 1, las coordenadas xyz del vertice son 
(~3,3, -1). 


Tal como en el caso de los ejes cartesianos en el piano, es frecuente rotar 
los ejes cartesianos en el espacio. Este procedimiento se puede emplear, en 
particular, para simplificar una ecuacibn de segundo grado en x, y, y z que 
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contenga terminos en xy , xz y yz. Se puede hacer la rotacion de un golpe 
(Ejercicio 13, pagina 369), pero tambien se puede lograr siempre mediante una 
sucesion de a lo sumo tres rotaciones en los pianos cartesianos, procedimiento 
que ya se ha mencionado. 

Ejemplo 2. Identifique la grdfica de la ecuacion 

x 2 — yz — y + 1 = 0 . 

Solucion: Para eliminar el termino en yz (vease la Seccion 5—3) sea 

y = y f cos <t> — z' sen 0 , 
z = y' sen 0 + z' cos 0 , 


Entonces la ecuacion dada se puede escribir en forma 
equivalente 

x' 2 — (/ cos 0 — z' sen 0 )(/ sen 0 + z' cos 0 ) 

— (y r cos 0 — z' sen 0 ) + 1 = 0 . 

El coeficiente B' del termino en+z' estd dado por 
B f = sen 2 0 — cos 2 0 ; 

B' = 0 si 

m°(4>) = 45, cos 0 = sen 0 = • 

V2 

Sustituyendo estos valores de sen 0 y cos 0 , se obtiene 



Agrupando terminos, factorizando y compleme J mdo cua- 
drados se llega 


x' 2 — i(y' 2 + V2y' + + i(z' 2 + y/2 z r + i) + 1 

^- 4 ( /+ ^) 2+ K 2 ' + ^) i+i - 0 ' 


Se puede simplificar la ecuacion adn mds mediante una 

1 1 

traslacion de ejes: Sea x' = x", y' + y z' + 

= z". Haciendo estas sustituciones y escribiendo la ecuacion 
en forma ordinaria,se obtiene 
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(V2) 2 (V2) 2 12 

Esta es la ecuacion de un hiperboloide de dos ramas (vease la 
pagina 357). 


Ejercicios 10—4 


En los Ejercicios 1—8,transforme la ecuacion dada mediante una traslacion 
de ejes para que la grcifica de la ecuacion tenga su centro o su vertice en el 
origen del nuevo sistema de coordenadas. Identifique la grcifica y obtenga las 
coordenadas de su centro o vertice. 

1 . x 2 + 3y 2 + 4z 2 - 4x + 18y + 20 = 0 

2. 4x 2 - y 2 + 9z 2 - 2y + 54z + 44 = 0 

3. 2.x 2 - 3y 2 - z 2 - 4x - \2y + 4z - 19 = 0 

4. 5x 2 + 4y 2 - lOx + \6y - 4z + 20 - 0 

5. 3.x 2 —- z 2 - j- 12x + 3 y -f- 2z -j- 9 = 0 

6. 2.x 2 + y 2 + 6 z 2 — 2x — 2_y + 18z + 9 — 0 

7. 9x 2 - 4 ^ 2 - 8 ^ - 5z - 14 - 0 

8 . x 2 + y 2 — 3z 3 — 8 x + 6 y + 12z +13 = 0 

En los Ejercicios 9— 12,emplee una rotacion de los ejes, y si es necesario una 
traslacion de ejes, para identificar la grdfica de las ecuaciones dadas. 

2 

9. xy + z 2 — 3z + 1 = 0 11. —^x 2 + 2 xy — 3 z 2 + 4 = 0 

10. x 2 — yz + 4-x — 3 = 0 *12. xz + y — 4 = 0 


* 13. Supongase que se tienen dos sistemas derechos de coordenadas cartesianas 
en el espacio, un sistema xyz y otro 
sistema x'y'z' que tienen el mismo 
origen, como se muestra en el siguiente 
diagrama. Sean a 7 l9 los dngulos 
de direccion del eje x f (con respecto a 
los ejes x, y, y z), sean 7 2 , los 

angulos de direccion del eje y', y sean 
a 3 , Ps, 7s los angulos de direccion del 
eje z' 


Demuestre que si un punto S tiene 
coordenadas ( x , y, z) con respecto al 
respecto al sistema x'y'z ', entonces 



(x', /, z') con 


x' = x cos a\ + y cos pi + z cos 7 1 , 

y' — x cos a 2 + y cos p 2 + z cos 7 2 , 

z' = x cos a 3 + y cos p 3 + z cos 7 3 . 
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Sugerencia: Sean i', j' y k'los vectores unidad en las direcciones de los 
rayos positivos de los ejes x' , y f y z' respectivamente, y sea s el vector 
(x, y, z ) con respecto al sistema xyz y (x', y f , z ') con respecto al sistema 
x'y'z' . Entonces, se tiene, por ejemplo, 

x' = Comp^ s = Compi' (xi + y j + zk) 

= x Comp;' i + y Comp*' j + z Comp^ k. 

*14. Demuestre que en la notacion del Ejercicio 13, pdgina 369, se tiene 

X = x' cos at + y cos a 2 + Z 9 COS a 3 , 
y = x' cos 13 1 + y cos /3 2 + z 9 cos j0 3 , 

Z = x' COS 7i + / COS 7 2 + z' COS 7 3 . 

*15. Transforme la ecuacion 

10x 2 + 13j^ 2 + 13z 2 — 4x.y — 4xz + 8 yz — 36 = 0 

• al sistema de coordenadas x'y'z ', donde los cosenos directores de x'/z' 
son (I, f, -I), (f, ~h I) y (~h I, I) respectivamente'. Identifique la 
grafica. 


10—5 Coordenadas cilfndricas y esfgricas 


Se vio en el Capitulo 7 que en el piano a veces resultan mds titiles las 
coordenadas polares que las coordenadas cartesianas. En el espacio hay 
tambien otros sistemas de coordenadas. Uno de estos es el sistema de 
coordenadas cilindricas. 

Para establecer un sistema de coordenadas cilindricas en el espacio 
considerese un piano (P y una recta «£ perpendicular a (P en el punto O de (P 
(Figura 10-15). Empleando a O como polo establezcase un sistema de 
coordenadas polares en (P (como se hizo en el Capitulo 7) y dividase a £ en 
segmentos numerados con O como origen (este segmento es el eje z). 



Figura 10—15 


S (/*, 9 , z) 



De este modo, como se muestra en la Figura 10 — 16, a cualquier punto S del 
espacio se puede asignar una terna ordenada (r, m(d), z), o m&s brevemente 
(r, 6 , z), de numeros, donde z es la distancia dirigida perpendicular al piano 
de coordenadas polares que separa al punto S de este piano. Las coordenadas 
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(r, 0 , z) son las coordenadas cilmdricas de S. Debido a que las coordenadas 
polares de un punto en el piano (P no son unicas, un sistema de coordenadas 
cilmdricas no asigna coordenadas unicas a los puntos del espacio. Se emplea el 
termino “cilmdricas” debido a que para cada constante positiva c la gr&fica de 
r = c es un cilindro recto de radio c y cuyo eje es el eje z (Figura 10-17). 




Orientando un sistema de coordenadas cilindricas en forma tal que el eje 
polar corresponda a la parte positiva del eje x de un sistema de coordenadas 
cartesianas, el eje z sea el mismo para ambos sistemas, y el segmento 
r > 0, m°(d) = 90, z — 0 corresponda a la parte positiva del eje y (Figura 
10-18),se puede encontrar una relacion entre las coordenadas cartesianas y 
cilindricas de cada punto del espacio. (Notese que el sentido positivo de 
rotacion es el mismo en el piano coordenado polar y en el piano xy.) Como se 
sugiere en la Figura 10- 18, para x 2 + y 2 0, se tiene 


=t VX 2 + y 2 ; cos 0 = - 7 ^==== > sen 0 

±Vx 2 + y 2 

z — z. 


y . 

±Vx 2 + y 2 ’ 


Tambien, sea o no r — 0, 

x = r cos 0 , y = r sen 0 , ' y; z = z. 


0) 

( 2 ) 


Ejemplo 1. Obtenga las coordenadas cilindricas del punto S dado por las 
coordenadas cartesianas (V3, — 1 , 3). 

Sofucion: De las Ecuaciones (1), empleando x = V3 } y = —1, y z — 3, 

se tiene 

r = zfcVCv ^) 2 + (-1) 2 = ±V4 = ± 2 . 
Supongase que se elige (arbitrariamente) r = 2. Entonces 



























372 Capftu/o 10 


cos $ == —- y sen 0 = — de modo que m R (0) = —■ + 2/c7r, 

2 6 

donde el entero k es arbitrario. Supdngase que se elige k = 0; 
puesto que z = 3, las coordenadas cilindricas de S son 

Obtenga una ecuacion en coordenadas cilindricas que tenga la 
misma gr&fica que la ecuacion cartesiana 

x 2 + y 2 - 4z 2 = 0. 

Empleando la Ecuacion (2) se sustituye a r 2 por x 2 + y 2 para 
obtener 

r 2 — 4z 2 = 0. 

Entonces r — 2z o bien r = — 2z. Puesto que las grdficas 
de estas dos ecuaciones son identicas, se puede seleccionar ar- 
bitrariamente a r — 2z. 

Otro sistema de coordenadas en el espacio que resulta titil es el sistema de 
coordenadas esfericas. Dei Capitulo 8 se sabe que en el espacio un vector, 
geom6trico en posicidn ordinaria queda determinado por su longitud y sus 
angulos de direccidn. Por lo tanto se puede ubicar a un punto S en el espacio 
especificando la longitud y los dngulos de direccidn del vector que va del 
origen O, en un sistema de coordena¬ 
das cartesiano al punto S. Sin embargo, 
puesto que los dngulos de direccidn no 
son independientes (vease la pdgina 
283) es mds sencillo ubicar a S median- 
te dos dngulos solamente. Esto es lo 
que se hace, por ejemplo, para ubicar a 
un punto sobre la superficie de la 
Tierra mediante su longitud y su latitud. 

Considerese la proyeccion de S', 
sobre el piano xy , de un punto S, como 
se muestra en la Figura 10—19. Por 
definicidn, S' es el punto de intersec- 
cion del piano xy y la recta que pasa 
por S y es perpendicular a ese piano. 

Las coordenadas polares de S' en el piano xy son (>, m(0)), 6 (r, 0), como se 
indica. 

Si p es la distancia que separa al origen O del punto S (la longitud del 
vector OS) y <t> es el dngulo que forma la parte positiva del eje z con el 
segmento OS, entonces (p, m(8), m(<t>)) 9 6 (p 9 0 y <t)), es la terna ordenada 
asignada a S.Se dice que (p, 0, $) son las coordenadas esfericas de S. Se 



Ejemplo 2. 


So/ucidn: 








Superficies y transformaciones de coordenadas en el espacto 373 

emplea el termino “esfericas” porque en un sistema de coordenadas esfericas 
la grafica de la ecuacion, p = c, c > 0, es una esfera con centro en el origen y 
radio c. Tal como en el caso de las coordenadas cilindricas, las coordenadas 
esfericas de un punto no son unicas. Sin embargo, se puede lograr que las 
coordenadasf esfericas de todos los puntos que no esten sobre el eje z sean 
unicas restrmgien’do los valores de p, 6, y 0. Esto se acostumbra hacer de la 
siguiente manera: 

p > 0, 0 < 0 < 2 t r, 0 < 0 < 7T. 

Se dice que 0 es la longitud de s y que (j> es su colatitud. 

La Figura 10-19 sugiere que la relacion dada por las Ecuaciones (3), a 
continuacion, existe entre las coordenadas cartesianas y esfericas de un punto. 
Notese primero que el dngulo entre OS y OS', en la Figura 10—19, es 
90 — <f >, de modo que se tiene r = p sen </>,, donde r > 0 debido a la 
restriccion impuesta sobre p y <j>. Entonces se tiene 


x — r cos 0 = p sen<£ cos 6 , 
y = r send = p sen<^> sen0, 
z — p cos 4>. 


Tambien, 


= Vx 2 + / + z 2 ; 


(3) 


y, si x 2 + y 2 ^ 0, entonces 


cos 0 


vV + 


cos 4 > = 


Vx 2 + / + z 2 


sen 0 = 


>sen<f> — 


V x 2 + y 2 


Vx 2 + y 2 

Vx 2 + y 2 + z 2 


(4) 


Ejemp/o 3. 


Obtenga una ecuacion cartesiana que tenga la misma grdfica 
que la ecuacion en coordenadas esfericas 

p = a sen<£ cos 0. 


Sotucion: 


Empleando las Ecuaciones (4) se tiene, al sustituirlas en la 
ecuacion dada, 


Vx 2 -f y 2 -}- z 2 


( Vx 2 + /_\ / X \ 

VVx 2 + / + z 2 AVx 2 + y) 


Entonces, simplificando, se obtiene que una ecuacion cartesia¬ 
na de la grafica es 


x 2 + y 2 + z 2 = ax, 


x 2 + y 2 + z 2 — ax — 0. 


o bien 
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Notese que esta es una ecuacion de la esfera con centre en 
(j , o, 0^ y radio ^ . 


Ejercicios 10—5 

En los Ejercicios 1—8, obtenga las coordenadas cilfndricas y esfdricas del 
punto cuyas coordenadas cartesianas se dan. 

1. (1, U) 4. (V5,2,4) 7. (V3,-2, -1) 

2. (2, 1 , 1) 5. (3, 4, 5) 8. (-V6, -V2, -2y/2) 

3. (-2.V3.2) 6. (3,3,-4) 


En los Ejercicios 9—12, obtenga las coordenadas cartesianas del punto dado 
en coordenadas cilfndricas. 


9 -( 4 -r I ) 

10. (-3,f.4) 




En los Ejercicios 13—16,obtenga las coordenadas cartesianas del punto cuyas 
coordenadas esf6ricas se dan. 



En los Ejercicios 17—20, obtenga una ecuacidn cartesiana de la superficie 
cuya ecuacion en coordenadas cilfndricas se da. 

17 . r 2 = 4 — z 2 19 . r = 9 cos 6 

18. r - 2 20. r 2 - z 2 = -4 

En los Ejercicios 21—24, obtenga una ecuacidn de la superficie dada su 
ecuacidn en coordenadas esfericas. 


21. P “ 2 23. p = 4 sen <j> 

22. p » 2 sen <j> cos 0 24. pcos<t> = 4 

En los Ejercicios 25—36,obtenga una ecuacidn en (a) coordenadas cilfndricas 
y (b) coordenadas esfericas, de la superficie dada. 


25. x 2 + y 2 + z 2 = 9 

26. x 2 +y 2 - 4z 2 = 16 

27. x 2 + y 2 + 9z 2 = 36 

28. x 2 + y 2 = 9z 


29. x 2 + y 2 + z 2 — 2x = 0 

30. y = 3 

31. x = 4z 2 

32. y = 2x 2 + z 
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33. Una esfera con centro en el origen y radio k, 

34. Un cilindro circular recto cuyo eje sea el eje z y de radio k, 

35. Un piano paralelo al piano xy y que este a 4 unidades de distancia por 
encima de el. 

36. Un piano paralelo al piano yz y que interseca al eje x en x = 4. 


10—6 Inversiones con respecto a circunferencias y esferas 

Considerese cualquier circunferen- 
cia dada G, cuya ecuacion sea 

(x - x 0 ) 2 + o - yo) 2 = R 2 , 

en el piano xy, y sea P(x, y) cual¬ 
quier punto del piano distinto a 
Po(xo, yo) (Figura 10-20). Enton- 
ces el punto P'(x', y f ) es el inverso 
de P con respecto a G siempre y 
cuando: 

a. P' este sobre el segmento, de 
modo que Po sea el punto inicial y 
que pase por P. 

Figura J0-20 

b. </(Po, P) • d( Po, P') = R\ 

Notese que de esta definicion se sigue que si P' es el inverso de P con 
respecto a e, entonces P es el inverso de P' con respecto a G. Notese tambien, 
que de (b),se sigue que si Gf(Po, P) < R entonces d(P o, P') > R ', es decir,si P 
esta dentro de e entonces P'esta fuera de G. Si P esta sobre G, entonces P es 
su propio inverso con respecto a G. 

De la Figura 10-20 se ve que,puesto que P 0 MP y P 0 M'P' son tridngulos 
semejantes, 

- Xo = d( Po, PQ y - Vo = dj Po, PQ 

x - x 0 d{ Po, P) y - yo d( Po, P) ■ 

Pero 

d( Pp, PQ = cf(P 0 , P) ■ d( Po, PQ = R 2 
d{ Po, P) [d(? 0 , P)] 2 /-2 ’ 

donde 

r 2 = (x - x 0 ) 2 + (y - >’o) 2 , 

asi que 

x 7 - xp __ R 2 / - yp _ R 2 

x — xo r 2 y y — y 0 r 2 ’ 

o bien 

R2 R2 

x ' = x « + —r (x - xo) y y' = yo + ~ r r (y - .vo). (i) 
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Ejemplo 1. obtenga el inverso del punto P(3, 7) con respecto a la 
circunferenciadadapor la ecuacion (x — 2) 2 + (y — 4) 2 = 25. 

Solucidn: Setiene (x 0 , yo) = (2, 4), K 2 = 25, (x, j>) = (3, 7) yr 2 = 

(3 - 3) 2 + (7 - 4) 2 = 10. De (1) se obtiene 

x' = 2 + (3 - 2) = 4.5, / = 4 + (7 - 4) = 11.5. 

el punto inverso es P'(4.5, 11.5). 


Si P' es el inverso de P con respecto a 6, se puede decir tambien que P se 
mapea en P' bajo la inversion con respecto a C. Para un conjunto S de puntos 
P del piano, el mapeo S' de S bajo la inversion con respecto a C. es el 
conjunto de puntos P' en los que se mapean los puntos P de S bajo la 
inversion. Observese que bajo una inversion de cada punto P del piano tiene 
un mapeo unico excepto el centro de inversion P 0 . Para que el mapeo del pia¬ 
no en si mismo sea biunivoco se acostumbra pensar en un solo “punto al infi- 
nito” P OT , que corresponde a P 0 . 

Ejemplo 2. @ es i a circunferencia con ecuacidn x 2 + (y — l) 2 = 2, 3C> 

es la circunferencia con ecuacidn x 2 + y 2 = 1 y P(x, y) estd 
sobre X obtenga el mapeo P'(V, y') de P(x,bajo la 
inversidn con respecto a 6. 


Solucidn: 


Setiene (*o, yo) = (0, 1 ), R 2 = 2,y, puestoque x 2 + y 2 = 1, 
r 2 — x 2 + (y — l) 2 = x 2 + y 2 — 2y + 1 = 2(1 — y). 

Por lo tanto, debido a (l),para todo P(x, y) excepto Po(0, 1) 
sobre 3C, 


/ 2x 

x =- 

2(1 - y) 


x 

l -y’ 


y' = 


i + 


2(y - 1) 

2(1 - y) 


= 0. 


•*. P V, /) 



El punto Po(0, 1) sobre X se mapea en P^. 


Del Ejemplo 2 se tiene que y' — 0, 
mapeandotodo X sobre el ejex! Dela 
figural0-21,pensandoque P(x, y) 
recorre la circunferencia X, entonces 
el mapeo de X sobre el eje x es 
biunivoco. 



Figura 10-21 
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La inversion del espacio con 
respecto a una esfera es an&loga a la 
inversiondelplanocon relacion a una 
circunferencia para una esfera dada 
S, por la ecuacion 

(X - xj) 2 v + (y - y 0 ) 2 

+ (z - Zo ) 2 = R 2 , 

y para cualquier punto P(x, y, z) 
distinto a P 0 (xo, yo, zo), el punto 
P'(x', y\ z ') es el inverso de P con 
respecto a S si se cumplen las 
condiciones (a) y (b) mencionadas en 
la pagina 375. Vease la Figura 
10-22. 

Construyendo los segmentos perpendiculares a P y P' que pasan por Po y 
que sean paralelos a los ejes de coordenadas, y empleando tridngulos 
semejantes, se ve que 

- xq = / - yo = z' - zo = d( Pp, PQ R 2 r’ 2 

x — xq y — yo z - zo J(Po, P) r 2 R 2 ’ 

y entonces 

jR 2 i ? 2 R 2 

x> = xo + — 2 -(x - Xo), y' = y 0 + ~^-(y - y 0 ), z’ = z 0 + -pr(z - z 0 ) 

donde r 2 = (x - x 0 ) 2 + (y - yo) 2 + (z - z 0 ) 2 . 

Ejercicios 10—6 

En los Ejercicios 1—8,obtenga el inverso del punto dado con respecto a la 
circunferencia o esfera cuya ecuacion se da. 

1. (3, 0); x 2 + y 2 = 1 3. (4, 1); ( x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 20 

2. (0, 2); x 2 + y 2 V 8 4. (-3, -2); (x + l) 2 + (y + 2) 2 = 4 

5. (2, 1); (x - l) 2 + (y - 3) 2 = 10 

6. (4, -2); x 2 + O + 5) 2 = 5 

7. (0, 1, 2); x 2 + y 2 + z 2 = 9 

8. (1, -2, 3); x 2 + (y + l) 2 + (z — 2f = 6 

En los Ejercicios 9—12,1a primera ecuacidn representa a una circunferencia o 
esfera de inversion, y las coordenadas de P satisfacen la segunda ecuaci6n. 
Calcule las coordenadas del punto inverso P' en funcion de las coordenadas 
de P. 

9. . x 2 + O - l) 2 = 1 ; x 2 + (y - £ ) 2 = i 

Id. x 2 + y 2 = 25; x + 2y = 4 

11. x 2 + y 2 + (z + l) 2 = 2; x 2 + y 2 + z 2 = 1 

12. x 2 +y 2 + (z - l) 2 = l;z = 0 
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Resumen del capltulo 

11. Una ecuaeion de la esfera con centro en C(xo, yo, zo) y radio r es 
(x - x 0 ) 2 + (y - yo) 2 + (z — z 0 ) 2 = r 2 . 

2. Completando cuadrados se puede escribir una ecuaeion de la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J = 0 (1) 

en la forma (x — Xo) 2 + (y — yo) 2 + (z — zo) 2 = k. 

Ellugargeometricoes una esfera, un puntoo 0segun sea k > 0, k = 0,6 
k < 0. 

3. Se puede obtener una ecuaeion de la esfera que pasa por cuatro puntos no 
colineales dados, sustituyendo las coordenadas de dichos puntos en la 
Ecuaeion (1) anterior y despejando G, H, I y J en el sistema resultante de 
cuatro ecuaciones lineales. 

4. Para obtener una ecuaeion de un piano tangente a una esfera dada en un 
punto dado de la esfera, se toma en cuenta que el piano es perpendicular 
al vector que va del centro de la esfera al punto de contacto. 

5. La superficie que barre una recta £ la cual se mueve en forma tal que un 
punto T de £ traza una curva e en un piano (P permaneciendo £ 
siempre paralela a su posicion original, recibe el nombre de eilindro. Se 
dice que la curva C es la dlrectriz del eilindro. La recta £ y todas las 
demas rectas paralelas a £ reciben el nombre de elementos o generadores 
de la superficie. 

6. Si una curva <2 que este sobre un piano (P se hace girar alrededor de una 
recta £ en (P de modo que cada punto (2 de la curva describa una 
circunferencia alrededor de £, entonces se dice que la superficie barrida 
es una superficie de revolution. Dado que la curva <2 es la curva 
generadora, y que £ es el eje de giro. 

7. La grafica en el espacio de una ecuaeion cartesiana de segundo grado en 
tres variables es una superficie cuadratica. 

8. Las superficies cuadraticas centrales son elipsoides (incluyendo esferas y 
esferoides), hiperboloides de una rama, hiperboloides de dos ramas y 
conos elipticos. En su representacion ordinaria, una superficie tal tiene su 
centro en el origen. 

9. Las superficies cuadraticas no centrales son paraboloides elipticos y 
paraboloides hiperbolicos. En su representacion ordinaria, una superficie 
cuadratica no central tiene sus vertices en el origen. 

10. Los cilindros, hiperboloides de una rama, conos elipticos y paraboloides 
hiperbolicos son superficies regladas. 

11. Asi comoexisten secciones conicas degeneradas, tambien existen superficies 
cuadraticas degeneradas. (Vease las paginas 361—362). 

12. Las ecuaciones de una traslacion de ejes en el espacio son: 

x' = x - x 0 , y = y - yo, z' = z - z 0 . 
x = x' + Xo, y = y + yo, Z = z' + Z 0 . 
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13. Una rotacion de ejes en el espacio se puede llevar a eabo mediante una sucesion 
de, a lo sumo tres rotaciones en los pianos cartesianos. 

14. La relacion que existe entre las coordenadas cartesianas (x, y, z), si 
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 + y 2 ^ 0 y las coordenadas cilindricas esta dada por las ecuaciones 


r = + 


Vx 2 


+ y 2 , cos i 


± V x 2 + y 


=, sen $ = 


± V x 2 + y 2 


z — z\ 


y por las ecuaciones x = r cos 0, y = r sen 6, z = z. 

15. La relacion que exsiste entre las coordenadas cartesianas (x, y, z) t y las 
coordenadas esfericas (p, 0, 0) esta dada por las ecuaciones x = p sen 0 
cos 8, y = p s en 0 sen 6, z = p cos 0; y para x 2 -f j 2 ^ 0, por las ecua¬ 
ciones p = V x 2 + y 2 + z 2 , 


cos 6 = 


cos 0 = 


V X 2 + ’ 

_z_ 

Vx 2 + / + Z : 


sen 0 = 


=, sen 0 = 


y 

Vx 2 + ’ 

Vx 2 + y 2 

\/ x 2 -j- y 2 -(- z 2 


Ejercicios de repaso de! capitulo 


1 . Obtenga el centro y el radio de la esfera dado por la ecuacion 

x 2 + y 2 z 2 — %x + 6y ~ 0 . 

2 . Obtenga el centro y el radio de la esfera que pasa por los puntos 
Q(0, 0, 0),R(2, 0, 0), S(0, 3, 0), y T(0, 0, 4). 

3. Obtengaunaecuaciondelplanoqueestangentealaesfera S cuyaecuaciones 
-x: 2 + >’ 2 + z 2 - 2x + 4>^ - 4 - 0 en el punto (0, 0, 2) que esta sobre S. 

4. Trace un esquema de la parte del cilindro con ecuacion 

x 2 + y 2 = 9 . 

que esta en el primer octante. 

5. Obtenga una ecuacion de la superficie que se obtiene al hacer girar a la 
curva con ecuacion 4x 2 + y 2 = 16 alrededor del eje y. 

6. Diga cual es la grafica de x 2 + 4y 2 = z y trace un esquema de la superficie. 

7 . ^Paraquevalorde/seraun punto la grafica deAx 2 + By 2 + Cz 2 + 7=0? 

8. Identifique la grafica de x 2 — 2>^ 2 — z 2 — 2x — I2y — 4z — 24 = 0 y 
encuentre las coordenadas de su centro. 

9 . Identifique la grafica de x 2 + 2 y 2 + 8 ^ — z+i0 = 0 y encuentre las 
coordenadas de su vertice. 

10 . Identifique la grafica de x 2 + yz — 2y — 2 = 0. 

11 . Obtenga las coordenadas cilindricas y esfericas del punto cuyas coordenadas 
cartesianas son (1, — 1, — 1). 

12 . Obtenga una ecuacion cartesiana de la superficie cuya ecuacion en 
coordenadas cilindricas es r 2 + z 2 = 9. 

















Topologfa 


En su primera conferencia como profesor de matem^ticas en la Universi- 
dad de Erlangen, el matemStico alemcin Christian Felix Klein (1849—1925) 
hizo una proposicion notable. Si se han lefdo los comentarios que aparecen al 
final de los capftulos anteriores de este libro, quizes se aprecie mejor el 
significado de esta proposicidn. A saber, sugirid clasificar las diversas ramas 
de la geometria segun los grupos de transformaciones bajo las cuales los 
varios teoremas acerca de las figuras geomdtricas siguen siendo vdlidos. 

Esta sugerencia fue la fuerza dominante en los estudios geomdtricos 
durante casi cincuenta anos, hasta que los problemas de la teorfa de la 
relatividad condujeron a un cambio en el entasis geomdtrico hacia la 
naturaleza misma del espacio. Aun ahora esta sugerencia tiene una gran 
influencia en el pensamiento geometrico. 

En el "programa de Erlangen [o Erlanger, (adj.)]" una geometria es un 
sistema de definiciones y teoremas que permanecen invariantes ante un 
grupo dado de transformaciones. En los comentarios anteriores de este libro 
se presentaron varias geometrfas. Se vid que la geometria metrica es la 
geometria de las transformaciones rfgidas y que la geometria euclidiana 
incluye a la geometria mdtrica, pero se preocupa tambidn en parte de los 
invariantes bajo transformaciones de semejanza. Se vio ademcis que las 
transformaciones rfgidas y de semejanza son casos especiaies de las 
transformaciones afines de la geometria afin, y que las transformaciones 
afines a su vez son casos especiaies de las transformaciones proyectivas de 
la geometria proyectiva. 

^Existen transformaciones aun m£s generales bajo las cuales permanece 
valido un conjunto importante de definiciones y teoremas? Si se arruga una 




A B A B 




hoja de papel o se infle un globo se efectua una transformacidn del objeto 
inicial A al objeto transformado B que es 


y 


1. biunfvoca 

2. Continua de A a B 

y de B a A. 


Se dice que tales transformaciones son transformaciones topo/dgicas, y la 
topo/ogia es la geometria de los invariantes topoldgicos. 

Los objetos A y B mencionados anteriormente son figuras topo/dgicamen- 
te equivalentes en el espacio. <[Es claro que una dona con dos agujeros y la 
vasija con dos mangos que aparecen a continuacidn, son topoldgicamente 
equivalentes? 

De los ejemplos anteriores se ve porque a veces se dice que la topologfa 
es la “geometria de hule". 
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Notese que el romper una hoja de pape! no es efectuar una transforms- 
cion continua puesto que puntos que est<§n tan cerca como se quiera no se 
mapean en puntos que est6n arbitrariamente cerca el uno del otro. N6tese 
tambien que el pegar una hoja de papel de modo que se considere que dos 
puntos se mapean.en uno no es un proceso biunfvoco. Por io tanto ef rasgar 
y e! pegar hojas de papel no son transformaciones topoiogicas. 

No se presto mucha atencion a problemas topologicos antes de la mitad 
de! sigio XIX, y en reaiidad casi todos los avances topologicos han ocurrido 
en este sigio. 

Uno de los primeros problemas topologicos que se estudiaron se referia a 
los siete puentes que cruzan el rio 
Pregel en la ciudad de Konigsberg 
en Prusia Occidental. La pregunta 
es si es posible que un burges, en 
una caminata vespertina, puede pa- 
sar exactamente una vez sobre ca~ 
da uno de los siete puentes. Se ve 
que este es un problema topologico 
puesto que no se refiere al tamano 
o forma de los objetos, si no a su 
ordenamiento relative a los demcis. 
misma manera si se empleara un 
fuertemente deformado. 

El problema de los puentes fue resuelto por primera vez por el gran y 
versatil matemStico suizo Leonhard Euler (1707—1783) en 1736. Eligiendo un 
punto que represente a cada uno de los trozos de terreno involucrados, se 
puede imaginar un paseo sobre cada puente como un segmento curvo que 
una dos de los puntos. Para una red tal de puntos ( nodos) y segmentos 
(arcos) se puede decir que un nodo es par si est3 sobre un numero par de 
arcos y que es impar si est£ sobre un numero impar de arcos. Debido a que 
cada arco tiene dos extremos no puede existir un numero impar de nodos 
impares. Euler dernostro que: 



El problema podrfa plantearse de la 
piano de la ciudad que estuviera 


1. Si cada nodo es par, entonces la caminata es posible y se puede 
realizar empezando y terminando en el mismo punto. 

2. Si exactamente dos nodos son impares, entonces la caminata propues- 
ta es posible pero no puede realizarse empezando y terminando en ei 
mismo punto. 

3. Si hay m£s de dos nodos impares la camitana es imposible. 


Puesto que los cuatro nodos en el problema de los puentes de Konigsberg 
son impares la caminata es imposible para la configuracion dada. 

Si existiera un octavo puente, de X a Y en la figura (tal como sucede hoy 
en dia) entonces ^podrfa un burghs llevar a cabo la caminata propuesta? Si es 
asi, ^podria empezar y terminar su paseo en su casa? Se puede obtener la 
respuesta aplicando los criterios de Euler dados en esta p6gina. 
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Para cada una de las siguientes figuras, ies posible obtener una copia 
mediante un trazo continuo y que no pase dos veces por el mismo punto? Se 
pueden aplicar los criterios de Euler para ver que para una de las figuras es 
posible, empezando y terminando en el mismo punto; para otra es posible. 



pero no empezando y terminando en el mismo punto; y que para la figura 
restante es imposible. 

Para cada una de las siguientes mallas <?es posible trazar una curva 
continua y que no pase dos veces por el mismo punto, que corte a cada arco 
(entre nodos) exactamente una vez? Para obtener la respuesta se puede 



construir una maila auxiliar y aplicar a esta los criterios de Euler. No es en 
realidad necesario construir la malla auxiliar. Basta con contar los arcos que 
estan en la frontera de cada region (incluyendo la region externa) y aplicar los 
criterios par e impar de Euler a estos numeros. Se muestran como un ejemplo 
estos numeros en la tercera malla. 

En topologfajas demostraciones de hechos "intuitivamente obvios" son a 
veces sorprendentemente dificiles. En los ejemplos anteriores se han mencio- 
nado regiones y sus fronteras. Cada frontera es una curva simple cerrada, es 
decir, es topologicamente equivalente a una circunferencia. El Teorema de 
Jordan'sobre curvas (Camille Jordan, francos, 1838—1922) nos dice que toda 
curva simple cerrada en el piano lo divide exactamente en tres conjuntos: la 
curva misma y dos regiones, una dentro de la curva y la otra fuera. La 
demostracion que dio Jordan de su teorema fue larga, dificil y equivocada. 

En la figura que aparece a continuacion a la izquierda ^estci el punto O 
dentro o fuera de la curva simple cerrada e ? Si estS dentro, el segmento de 
color cortar£ a e un numero impar de veces; de lo contrario estS fuera. 



Aunque es sorprendente, el piano puede ser dividido en mcis partes 
mediante un arco (es decir, mediante un conjunto topologicamente equivalen¬ 
te al conjunto de puntos de la recta cuyas abscisas cumplan la condicion 
0 < x < 1 ) que mediante una curva simple cerrada. En la figura que aparece 
a la derecha anteriormente el arco abierto e divide al piano exactamente en 
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cuatro conjuntos: la curva e, dos regiones dentro de la circunferencia X a la 
cual tiene (2 y la region que consta de la union de X y su exterior. 

Otro resultado topologico inicial es la importantisima formula que relacio- 
na el numero V de vertices, el numero E de aristas y el numero F de caras de 
un poliedro simple: 


V - E + F = 2 . 

Por ejemplo, para el cubo se tiene 

l / — £- j -/ r =8 — 12 + 6 = 2 . 



Descartes obtuvo esta formula en 1640 y Euler la demostro en 1752. Se 
conoce con el nombre de Formula de Euler para poliedros. Este resultado no 
depende de que las aristas de un poliedro sean rectas o de que las caras 
esten sobre pianos. Es tambien v^lido por ejemplo para una malla de puntos 
conectados sobre la superficie de una esfera. Se puede demostrar empezan- 
do con una malla que consista de un s6lo punto, o nodo, sobre la esfera. 
Para este caso se tiene 


V — E + F = 1 - 0 + 1 = 2 , 

que es lo que se deseaba demostrar. Se puede ahora seguir por induccidn 
hasta llegar a cualquier malla conexa uniendo arcos y nodos nuevos y 
observando que en cada paso posible tanto V + F como E aumentan de la 
misma manera. 

Tal como se sugiere en la siguiente figura, se puede anadir un asa a la 
esfera, quitando dos caras de la malla que estci sobre la esfera y sustituyendolas 
por un asa que tenga tres aristas, tres caras nuevas sin agujeros y ningun 
vertice nuevo. 



Por lo tanto 1/ — E + F disminuye en 2 unidades debido a este proceso, y 
entonces para una malla conexa sobre una esfera se tiene 

l 
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1 / — £ + £= 2 — 2 = 0 . 

En general, para una esfera con p asas se tiene 


17 — £+£=2 — 2p. 

Se dice que p es el g£nero de la superficie. 

Puesto que las figuras que aparecen en la pdgina 381 son topoldgicamen- 
te equivalentes a una esfera de dos asas, dstas superficies son de gdnero 2. 



Las superficies que se han considerado hasta ahora son superficies con 
dos caras. Un insecto que se arrastrara por una de las caras jamds se 
encontrarfa con otro insecto que estuviera en la otra cara. Los insectos solo 
podrfan encontrarse en uno de los extremos de la superficie en cuestidn. 

El matemdtico alemdn August Ferdinand Mobius (1790—1868) not6 que 
existen superficies que tienen una sola cara, e investigd algunas de sus 
propiedades. Una superficie tal es la botella de Klein, que se muestra en la 
siguiente figura a ia izquierda, que a veces se emplea como trampa para 



moscas. A su derecha aparece la entretenida banda de Mobius. Se puede 
construir una banda de Mobius tomando una tira rectangular de papel y 
torciendola media vuelta, pegando los extremos en esa posicidn. Se pueden 
hacer experimentos con una banda de Mobius, cortcindola a todo lo largo de 
una recta que sea paralela a su extremo y que estd a la mitad o a la tercera 
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parte de su ancho. Pueden tambien efectuarse experimentos con bandas que 
se hayan construido torciendo rricis veces una tira. 

En el mapa imaginario que se muestra a continuacion cada uno de los 
cuatro pafses tiene una frontera, en forma de arco, en comun con cada uno 
de los otros paises. Entonces si se da a las regiones que tienen fronteras 
comunes colores distintos, se requieren cuatro colores para dibujar este 
mapa. 



Se puede enunciar muy simpiemente el famoso problems de los cuatro 
colores, que nunca ha sido resuelto: obtenga el menor numero de colores que 
sefen suficientes para todos los posib/es mapas en dos dimensiones. Este 
problema fue planteado por Mobius en 1840. Se sabe ahora que cinco 
colores bastan, y como se ve en el ejemplo anterior en algunos casos se 
requieren al menos cuatro colores. Sin embargo no se ha encontrado la 
solucion a este problema todavfa. 

Se puede considerar que un solido esferico se mapea topoldgicamente en 
si mismo, si se le gira un Angulo de 30°, por ejemplo, alrededor de un eje polar 
(vease el diagrama que aparece a la izquierda a continuacion). En este mapeo 
ningun punto fuera del eje polar se mapea en sf mismo. <?Existe un mapeo 
topologico de un solido esferico en si mismo para el cual cada punto se 
mapee en un punto distinto a si mismo? La contestacion es no. No existen 
necesariamente muchos puntos fijos, como sucede en el ejemplo anterior, 
pero para cada mapeo topologico de un solido esferico en sf mismo existe a! 
menos un punto que se mapea en sf mismo. 

Puesto que toda superficie de dos costados $ de gdnero p = 0 acota a 
un solido -1) que es topologicamente equivalente a un sdlido esferico, se 
sigue que para todo mapeo topoldgico de V en sf mismo existe al menos un 
punto que se mapea en sf mismo. 



Se dice que un resultado como el que se ha mencionado es un teorema 
de punto fijo. Como se sugiere en la figura que aparece a la derecha 
anteriormente no hay un teorema de punto fijo equivalente para mapeos 
topologfcos del solido toroidal, es decir, del sdlido V acotado por una 
superficie de dos costados de genero p = 1 # en sf mismo. 
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Se emplean resultados topologicos en muchas otras ramas de las 
matematicas. Supongase, por ejemplo, que la funcion f definida por y = f(x), 
es continua en el intervalo a < x < b. Se puede entonces demostrar, 
mediante la topologia de conjuntos de puntos, que: 



1. Existe al menos un valor c, a < c < b, e n el cual f(x) toma un valor 
mciximo, y al menos un valor d. a < d < b, e n el cual f(x) toma un 
valor minimo. 

2. Para todo valor v entre f(a) y f(b), existe al menos un valor e, 

o < e < b, para el cual f(e) = v. 

Observese que los resultados mencionados relativos a la funcidn f son 
teoremas de existencia. Los valores precisos de c, d y e no se determinan. Se 
asegura solamente que existen tales valores. Aunque no se den los valores 
precisos, los resultados son de gran importancia tedrica. 

En particular el segundo de estos resultados permite afirmar que si f(a) y 
f(b) tiene signos opuestos entonces: 

3. Existe un valor x entre a y b para el cual f{x) = 0 . 

Este ultimo resultado se puede emplear para demostrar otro interesante 
teorema de punto fijo. Supongase que la funcidn g, definida por / = g(x) 



es continua en el intervalo a < x < b. Supdngase tambien que se tiene 
a <g(x) < b en este intervalo. Entonces g mapea al intervalo a < x < b 
en si mismo (aunque no necesariamente topol6gicamente, puesto que el 
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mapeo puede no ser biunfvoco). El teorema afirma que debe existir algun 
valor x,_a < x < b, que se mapee en si mismo, es decir, para el cual 
g(x) = x. Para demostrar esto debe considerarse la funcibn f definida por 
f(x) = g{><) ~ x. . Quizes el lector pueda descubrir los detalles de la 
demostracion. 

Antiguamente se llamaba a la topologia; anSiisis situs (anblisis de los 
lugares, o de las posiciones). En 1895 el matembtico universalista francos 
Jules Henri Poincare (1854—1912) escribib un largo trabajo de investigacibn 
titulado "An£lisis situs", y continuo despues escribiendo mbs trabajos al 
respecto. Subrayo la importancia topologica fundamental de la fbrmula de 
Euler y el significado bbsico topolbgico del trabajo hecho en la segunda mitad 
del siglo XIX por Mobius, Jordan y Klein, que ya se han mencionado, asf 
comode matembticos alemanes tales como Carl Friedrich Gauss (1777—1855), 
Johann Benedict Listing (1808—1882), Georg Friedrich Barnhard Riemann 
(1826-1866), y Karl Theodor Wilhelm Weiertrass (1815-1897). El trabajo de 
Poincare establecio firmemente a la topologia como una rama independiente 
de las matembticas, y esta rama se ha estudiado sistembticamente desde el 
inicio de este siglo. 

El matembtico estadunidense Oswald Veblen (1880—1960) observb y 
participo en una gran parte del desarrollo reciente de la geometrfa. Sus 
ampiios trabajos contribuyeron sustancialmente a los fundamentos de la 
geometrfa, a la geometrfa proyectiva, a la topologia, a la geometrfa diferencial 
y a la teorfa de relatividad sucesivamente. Dio en 1905 la primera demostra- 
cion vblida del teorema de Jordan sobre curvas (pbgina 382). Aun mbs 
importante que su investigacion personal y sus trabajos didbcticos, fue su 
buen juicio, su dedicacion al desarrollo de las matembticas y su ayuda y 
comprension a otros matembticos. 



Oswald Veblen 
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Tabla 1 Cuadrados y Raices cuadradas 


N 

N 2 

Vn 

Vi ON 

N 

N 2 

Vn 

Vi ON 

1.0 

1.00 

1.000 

3.162 

5.5 

30.25 

2.345 

7.416 

1.1 

1.21 

1.049 

3.317 

5.6 

31.36 

2.366 

7.483 

1.2 

1.44 

1.095 

3.464 

SJ 

32.49 

2.387 

7.550 

1.3 

1.69 

1.140 

3.606 

5.8 

33.64 

2.408 

7.616 

1.4 

1.96 

1.183 

3.742 

5.9 

34.81 

2.429 

7.681 

1.5 

2.25 

1.225 

3.873 

6.0 

36.00 

2.449 

7.746 

1.6 

2.56 

1.265 

4.000 

6.1 

37.21 

2.470 

7.810 

1.7 

2.89 

1.304 

4.123 

6.2 

38.44 

2.490 

7.874 

1.8 

3.24 

1.342 

4.243 

6.3 

39.69 

2:510 

7.937 

1.9 

3.61 

1.378 

4.359 

6.4 

40.96 

2.530 

8.000 

2.0 

4.00 

1.414 

4.472 

6.5 

42.25 

2.550 

8.062 

2.1 

4.41 

1.449 

4.583 

6.6 

43.56 

2.569 

8.124 

2.2 

4.84 

1.483 

4.690 

6.7 

44.89 

2.588 

8.185 

2.3 

5.29 

1.517 

4.796 

6.8 

46.24 

2.608 

8.246 

2.4 

5.76 

1.549 

4.899 

6.9 

47.61 

2.627 

8.307 

2.5 

6.25 

1.581 

5.000 

7.0 

49.00 

2.646 

8.367 

2.6 

6.76 

1.612 

5.099 

7.1 

50.41 

2.665 

8.426 

2.7 

7.29 

1.643 

5.196 

7.2 

51.84 

2.683 

8.485 

2.8 

7.84 

1.673 

5.292 

7.3 

53.29 

2.702 

8.544 

2.9 

8.41 

1.703 

5.385 

7.4 

54.76 

2.720 

8.602 

3.0 

9.00 

1.732 

5.477 

7.5 

56.25 

2.739 

8.660 

3.1 

9.61 

1.761 

5.568 

7.6 

57.76 

2.757 

8.718 

3.2 

10.24 

1.789 

5.657 

7.7 

59.29 

2.775 

8.775 

3.3 

10.89 

1.817 

5.745 

7.8 

60.84 

2.793 

8.832 

3.4 

11.56 

1.844 

5.831 

7.9 

62.41 

2.811 

8.888 

3.5 

12.25 

1.871 

5.916 

8.0 

64.00 

2.828 

8.944 

3.6 

12.96 

1.897 

6.000 

8.1 

65.61 

2.846 

9.000 

3.7 

13.69 

1.924 

6.083 

8.2 

67.24 

2.864 

9.055 

3.8 

14.44 

1.949 

6.164 

8.3 

68.89 

2.881 

9.110 

3.9 

15.21 

1.975 

6.245 

8.4 

70.56 

2.898 

9.165 

4.0 

16.00 

2.000 

6.325 

8.5 

72.25 

2.915 

9.220 

4.1 

16.81 

2.025 

6.403 

8.6 

73.96 

2.933 

9.274 

4.2 

17.64 

2.049 

6.481 

B7 

75.69 

2.950 

9.327 

4.3 

18.49 

2.074 

6.557 

8.8 

77.44 

2.966 

9.381 

4.4 

19.36 

2.098 

6.633 

8.9 

79.21 

2.983 

9.434 

4.5 

20.25 

2.121 

6.708 

9.0 

81.00 

3.000 

9.487 

4.6 

21.16 

2.145 

6.782 

9.1 

82.81 

3.017 

9.539 

47 

22.09 

2.168 

6.856 

9.2 

84.64 

3.033 

9.592 

4.8 

23.04 

2.191 

6.928 

9.3 

86.49 

3.050 

9.644 

4.9 

24.01 

2.214 

7.000 

9.4 

88.36 

3.066 

9.695 

5.0 

25.00 

2.236 

7.071 

9.5 

90.25 

3.082 

9.747 

5.1 

26.01 

2.258 

7.141 

9.6 

92.16 

3.098 

9.798 

5.2 

27.04 

2.280 

7.211 

9.7 

94.09 

3.114 

9.849 

5.3 

28.09 

2.302 

7.280 

9.8 

96.04 

3.130 

9.899 

5.4 

29.16 

2.324 

7.348 

9.9 

98.01 

3.146 

9.950 

5.5 

30.25 

2.345 

7.416 

10 

100.00 

3.162 

10.000 
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Tabla 2 Valores de las funciones trigonom6tricas 


Angulo 

Sen 

Cos 

Tan 

Cot 

Sec 

Csc 


0 ° 00 ' 

.0000 

1.0000 

.0000 

_ _ _ _ 

1.000 

__ 

90 ° 00 ' 

10 ' 

.0029 

1.0000 

.0029 

343.8 

1.000 

343.8 

50 ' 

20 ' 

.0058 

1.0000 

.0058 

171.9 

1.000 

171.9 

40 ' 

30 ' 

.0087 

1.0000 

.0087 

114.6 

1.000 

114.6 

30 ' 

40 ' 

.0116 

.9999 

.0116 

85.94 

1.000 

85.95 

20 ' 

50 ' 

.0145 

.9999 

.0145 

68.75 

1.000 

68.76 

10 ' 

1 ° 00 ' 

.0175 

.9998 

.0175 

57.29 

1.000 

57.30 

89 ° 00 ' 

10 ' 

.0204 

.9998 

.0204 

49.10 

1.000 

49.11 

50 ' 

20 ' 

.0233 

.9997 

.0233 

42.96 

1.000 

42.98 

40 ' 

30 ' 

.0262 

.9997 

.0262 

38.19 

1.000 

38.20 

30 ' 

40 ' 

.0291 

.9996 

.0291 

34.37 

1.000 

34.38 

20 ' 

50 ' 

.0320 

.9995 

.0320 

31.24 

1.001 

31.26 

10 ' 

K5 

o 

O 

o 

.0349 

.9994 

.0349 

28.64 

1.001 

28.65 

00 

00 

o 

o 

10 ' 

.0378 

.9993 

.0378 

26.43 

1.001 

26.45 

50 ' 

20 ' 

.0407 

.9992 

.0407 

24.54 

1.001 

24.56 

40 ' 

30 ' 

.0436 

.9990 

.0437 

22.90 

1.001 

22.93 

30 ' 

40 ' 

.0465 

.9989 

.0466 

21.47 

1.001 

21.49 

20 ' 

50 ' 

.0494 

.9988 

.0495 

20.21 

1.001 

20.23 

10 ' 

o 

o 

o 

CO 

.0523 

.9986 

.0524 

19.08 

1.001 

19.11 

87 ° 00 ' 

10 ' 

.0552 

.9985 

.0553 

18.07 

1.002 

18.10 

50 ' 

20 ' 

.0581 

.9983 

.0582 

17.17 

1.002 

17.20 

40 ' 

30 ' 

.0610 

.9981 

.0612 

16.35 

1.002 

16.38 

30 ' 

40 ' 

.0640 

.9980 

.0641 

15.60 

1.002 

15.64 

20 ' 

50 ' 

.0669 

.9978 

.0670 

14.92 

1.002 

14.96 

10 ' 

o 

o 

V 

.0698 

.9976 

.0699 

14.30 

1.002 

14.34 

86 ° 00 ' 

10 ' 

.0727 

.9974 

.0729 

13.73 

1.003 

13.76 

50 ' 

20 ' 

.0756 

.9971 

.0758 

13.20 

1.003 

13.23 

40 ' 

30 ' 

.0785 

.9969 

.0787 

12.71 

1.003 

12.75 

30 ' 

40 ' 

.0814 

.9967 

.0816 

12.25 

1.003 

12.29 

20 ' 

50 ' 

.0843 

.9964 

.0846 

11.83 

1.004 

11.87 

10 ' 

5 ° 00 ' 

.0872 

.9962 

.0875 

11.43 

1.004 

11.47 

85 ° 00 ' 

10 ' 

.0901 

.9959 

.0904 

11.06 

1.004 

11.10 

50 ' 

20 ' 

.0929 

.9957 

.0934 

10.71 

1.004 

10.76 

40 ' 

30 ' 

.0958 

.9954 

.0963 

10.39 

1.005 

10.43 

30 ' 

40 ' 

.0987 

.9951 

.0992 

10.08 

1.005 

10.13 

20 ' 

50 ' 

.1016 

.9948 

.1022 

9.788 

1.005 

9.839 

10 ' 

* 

o 

O 

O 

.1045 

.9945 

.1051 

9.514 

1.006 

9.567 

00 

u 

o 

o 

o 

10 ' 

.1074 

.9942 

.1080 

9.255 

1.006 

9.309 

50 ' 

20 ' 

.1103 

.9939 

.1110 

9.010 

1.006 

9.065 

40 ' 

30 ' 

Ml 32 

.9936 

.1139 

8.777 

1.006 

8.834 

30 ' 

40 ' 

.1161 

.9932 

.1169 

8.556 

1.007 

8.614 

20 ' 

50 ' 

.1190 

.9929 

.1198 

8.345 

1.007 

8.405 

10 ' 

7 ° 00 ' 

.1219 

.9925 

.1228 

8.144 

1.008 

8.206 

83 ° 00 ' 

10 ' 

.1248 

.9922 

.1257 

7.953 

1.008 

8.016 

50 ' 

20 ' 

.1276 

.9918 

.1287 

7.770 

1.008 

7.834 

40 ' 

30 ' 

.1305 

.9914 

.1317 

7.596 

1.009 

7.661 

30 ' 

40 ' 

.1334 

.9911 

.1346 

7.429 

1.009 

7.496 

20 ' 

50 ' 

.1363 

.9907 

.1376 

7.269 

1.009 

7.337 

10 ' 

00 

o 

O 

o 

.1392 

.9903 

.1405 

7.115 

1.010 

7.185 

82 ° 00 ' 

10 ' 

.1421 

.9899 

.1435 

6.968 

1.010 

7.040 

50 ' 

20 ' 

.1449 

.9894 

.1465 

6.827 

1.011 

6.900 

40 ' 

30 ' 

.1478 

.9890 

.1495 

6.691 

1.011 

6.765 

30 ' 

40 ' 

.1507 

.9886 

.1524 

6.561 

1.012 

6.636 

20 ' 

50 ' 

.1536 

.9881 

.1554 

6.435 

1.012 

6.512 

10 ' 

o 

O 

o 

.1564 

.9877 

.1584 

6.314 

1.012 

6.392 

00 

o 

O 

o 


Cos 

Sen 

Cot 

Tan 

Csc 

Sec 

Angulo 
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Tabla 2 Valores de las funciones trigonomStricas 


Angulo 

Sen 

Cos 

Tan 

Cof 

Sec 

Csc 


9° 00' 

.1564 

.9877 

.1584 

6.314 

1.012 

6.392 

81° 00' 

10' 

.1593 

.9872 

.1614 

6.197 

1.013 

6.277 

50' 

20' 

.1622 

.9868 

.1644 

6.084 

1.013 

6.166 

40' 

30' 

.1650 

.9863 

.1673 

5.976 

1.014 

6.059 

30' 

40' 

.1679 

.9858 

.1703 

5.871 

1.014 

5.955 

20' 

50' 

.1708 

.9853 

.1733 

5.769 

1.015 

5.855 

10' 

o 

o 

o 

O 

.1736 

.9848 

.1763 

5.671 

1.015 

5.759 

80° 00' 

10' 

.1765 

.9843 

.1793 

5.576 

1.016 

5.665 

50' 

20' 

.1794 

.9838 

.1823 

5.485 

1.016 

5.575 

40' 

30' 

.1822 

.9833 

.1853 

5.396 

1.017 

5.487 

30' 

40' 

.1851 

.9827 

.1883 

5.309 

1.018 

5.403 

20' 

50' 

.1880 

.9822 

.1914 

5.226 

1.018 

5.320 

10' 

11° 00' 

.1908 

.9816 

.1944 

5.145 

1.019 

5.241 

79° 00' 

10' 

.1937 

.9811 

.1974 

5.066 

1.019 

5.164 

50' 

20' 

.1965 

.9805 

.2004 

4.989 

1.020 

5.089 

40' 

30' 

.1994 

.9799 

.2035 

4.915 

1.020 

5.016 

30' 

40' 

.2022 

.9793 

.2065 

4.843 

1.021 

4.945 

20' 

50' 

.2051 

.9787 

.2095 

4.773 

1.022 

4.876 

10' 

12° 00' 

.2079 

.9781 

.2126 

4.705 

1.022 

4.810 

N 

00 

0 

O 

O 

10' 

.2108 

.9775 

.2156 

4.638 

1.023 

4.745 

50' 

20' 

.2136 

.9769 

.2186 

4.574 

1.024 

4.682 

40' 

30' 

.2164 

.9763 

.2217 

4.511 

1.024 

4.620 

30' 

40' 

.2193 

.9757 

.2247 

4.449 

1.025 

4.560 

20' 

50' 

.2221 

.9750 

.2278 

4.390 

1.026 

4.502 

10' 

o 

o 

o 

<*> 

.2250 

.9744 

.2309 

4.331 

1.026 

4.445 

77° 00' 

10' 

.2278 

.9737 

.2339 

4.275 

1.027 

4.390 

50' 

20' 

.2306 

.9730 

.2370 

4.219 

1.028 

4.336 

40' 

30' 

.2334 

.9724 

.2401 

4.165 

1.028 

4.284 

30' 

40' 

.2363 

.9717 

.2432 

4.113 

1.029 

4.232 

20' 

50' 

.2391 

.9710 

.2462 

4.061 

1.030 

4.182 

10' 

o 

o 

o 

* 

.2419 

.9703 

.2493 

4.011 

1.031 

4.134 

N 

O' 

o 

O 

o 

10' 

.2447 

.9696 

.2524 

3.962 

1.031 

4.086 

50' 

20' 

.2476 

.9689 

.2555 

3.914 

1.032 

4.039 

40' 

30' 

.2504 

.9681 

.2586 

3.867 

1.033 

3.994 

30' 

40' 

.2532 

.9674 

.2617 

3.821 

1.034 

3.950 

20' 

50' 

.2560 

.9667 

.2648 

3.776 

1.034 

3.906 

10' 

15° 00' 

.2588 > 

.9659 

.2679 

3.732 

1.035 

3.864 

75° 00' 

10' 

.2616 

.9652 

.2711 

3.689 

1.036 

3.822 

50' 

20' 

.2644 

.9644 

.2742 

3.647 

1.037 

3.782 

40' 

30' 

.2672 

.9636 

.2773 

3.606 

1.038 

3.742 

30' 

40' 

.2700 

.9628 

.2805 

3.566 

1.039 

3.703 

20' 

50' 

.2728 

.9621 

.2836 

3.526 

1.039 

3.665 

10' 

16° 00' 

.2756 

.9613 

.2867 

3.487 

1.040 

3.628 

N 

•U 

o 

o 

10' 

.2784 

.9605 

.2899 

3.450 

1.041 

3.592 

50' 

20' 

.2812 

.9596 

.2931 

3.412 

1.042 

3.556 

40' 

30' 

.2840 

.9588 

.2962 

3.376 

1.043 

3.521 

30' 

40' 

.2868 

.9580 

.2994 

3.340 

1.044 

3.487 

20' 

50' 

.2896 

.9572 

.3026 

3.305 

1.045 

3.453 

10' 

N 

o 

O 

o 

.2924 

.9563 

.3057 

3.271 

1.046 

3.420 

73° 00' 

10' 

.2952 

.9555 

.3089 

3.237 

1.047 

3.388 

50' 

20' 

.2979 

.9546 

.3121 

3.204 

1.048 

3.356 

40' 

30' 

.3007 

.9537 

.3153 

3.172 

1.049 

3.326 

30' 

40' 

.3035 

.9528 

.3185 

3.140 

1.049 

3.295 

20' 

50' 

.3062 

.9520 

.3217 

3.108 

1.050 

3.265 

10' 

18° 00' 

.3090 

.9511 

.3249 

3.078 

1.051 

3.236 

72° 00' 


Cos 

Sen 

Cof 

Tan 

Csc 

Sec 

Angulo 
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Tabla 2 Valores de las funciones trigonom6tricas 


Angulo 

Sen 

Cos 

Ton 

Cot 

Sec 

Csc 


1 8° 00' 


.9511 

.3249 

3.078 

mm 



10' 

.3118 


.3281 

3.047 

■ m 3 

■ 


20' 

.3145 

.9492 

.3314 

3.018 

1.053 

3.179 

40' 

30' 

.3173 

.9483 

.3346 

2.989 

1.054 

3.152 

30' 

40' 

.3201 

.9474 

.3378 

2.960 

1.056 

3.124 

20' 

50' 

.3228 

.9465 

.3411 

2.932 

1.057 

3.098 

10' 

—a 

»0 

o 

o 

o 

.3256 

.9455 

.3443 

2.904 

1.058 

3.072 

71° 00' 

10' 

.3283 

.9446 

.3476 

2.877 

1.059 

3.046 

50' 

20' 

.3311 

.9436 

.3508 

2.850 

1.060 

3.021 

40' 

30' 

.3338 

.9426 

.3541 

2.824 

1.061 

2.996 

30' 

40' 

.3365 

.9417 

.3574 

2.798 

1.062 

2.971 

20' 

50' 

.3393 

.9407 

.3607 

2.773 

1.063 

2.947 

10' 

►0 

o q 

o 

o 

.3420 

.9397 

.3640 

2.747 

1.064 

2.924 

70° 00' 

10' 

.3448 

.9387 

.3673 

2.723 

1.065 

2.901 

50' 

20' 

.3475 

.9377 

.3706 

2.699 

1.066 

2.878 

40' 

30' 

.3502 

.9367 

.3739 

2.675 

1.068 

2.855 

30' 

40' 

.3529 

.9356 

.3772 

2.651 

1.069 

2.833 

20' 

50' 

.3557 

.9346 

.3805 

2.628 

1.070 

2.812 

10' 

21° 00' 

.3584 

.9336 

.3839 

2.605 

1.071 

2.790 

69° 00' 

10' 

.3611 

.9325 

.3872 

2.583 

1.072 

2.769 

50' 

20' 

.3638 

.9315 

,3906 

2.560 

1.074 

2.749 

40' 

30' 

.3665 

.9304 

.3939 

2.539 

1.075 

2.729 

30' 

40' 

.3692 

.9293 

.3973 

2.517 

1.076 

2.709 

20' 

50' 

.3719 

.9283 

.4006 

2.496 

1.077 

2.689 

10' 

22° 00' 

.3746 

.9272 

.4040 

2.475 

1.079 

2.669 

68° 00' 

10' 

.3773 

.9261 

.4074 

2.455 

1.080 

2.650 

50' 

20' 

.3800 

.9250 

.4108 

2.434 

1.081 

2.632 

40' 

30' 

.3827 

.9239 

.4142 

2.414 

1.082 

2.613 

30' 

40' 

.3854 

.9228 

.4176 

2.394 

1.084 

2.595 

20' 

50' 

.3881 

.9216 

.4210 

2.375 

1.085 

2.577 

10' 

23° 00' 

.3907 

.9205 

.4245 

2.356 

1.086 

2.559 

67° 00' 

10' 

.3934 

.9194 

.4279 

i 2.337 

1.088 

2.542 

50' 

20' 

.3961 

.9182 

.4314 

! 2.318 

1.089 

.2525 

40' 

30' 

1 .3987 

.9171 

.4348 

; 2.300 

1.090 

.2508 

30' 

40' 

! .4014 

.9159 

.4383 

1 2.282 

1.092 

.2491 

20' 

50' 

.4041 

.9147 

.4417 

! 2.264 

1.093 

.2475 

10' 

24° 00' 

.4067 

.9135 

.4452 

2.246 

1.095 

2.459 

66° 00' 

10' 

.4094 

.9124 

.4487 

2.229 

1.096 

2.443 

50' 

20' 

.4120 

.9112 

.4522 

2.211 

1.097 

2.427 

40' 

30' 

.4147 

.9100 

.4557 

2.194 

1.099 

2.411 

30' 

40' 

.4173 

.9088 

.4592 

2.177 

1.100 

2.396 

20' 

50' 

.4200 

.9075 

.4628 

2.161 

1.102 

2.381 

10' 

25° 00' 

.4226 

.9063 

.4663 

| 2.145 

1.103 

2,366 

65° 00' 

10' 

.4253 

.9051 

.4699 

! 2.128 

1.105 

2.352 

50' ' 

20' 

.4279 

.9038 

.4734 

I 2.112 

1.106 

2.337 

40' 

30' 

.4305 

.9026 

.4770 

2.097 

1.108 

2.323 

30' 

40' 

.4331 

.9013 

.4806 

2.081 

1.109 

2.309 

20' 

50' 

.4358 

.9001 

.4841 

2.066 

1.111 

2.295 

10' 

26° 00' 

.4384 

.8988 

.4877 

2.050 

1.113 

2.281 

64° 00' 

10' 

.4410 

.8975 

.4913 

2.035 

1.114 

2.268 

50' 

20' 

.4436 

.8962 

.4950 

' 2.020 

1.116 

2.254 

40' 

30' 

.4462 

.8949 

.4986 

| 2.006 

1.117 

2.241 

30' 

40' 

.4488 

.8936 

.5022 

1.991 

1.119 

2.228 

20' 

50' 

.4514 

i .8923 

.5059 

| 1.977 

1.121 

2.215 

10' 

27° 00' 

.4540 

.8910 

.5095 

1.963 

1.122 

2.203 

o 

o 

o 

CO 

o 


Cos 

Sen 

Cot 

Tan 

Csc 

i 

Sec 

Angulo 
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Tabla 2 Valores de las funciones trigonometricas 


Angulo 

Sen 

Cos 

Tan 

Cot 

Sec 

Csc 


27° 00' 

.4540 

.8910 

.5095 

1.963 

1.122 

2.203 

63° 00' 

10' 

.4566 

.8897 

.5132 

1.949 

1.124 

2.190 

50' 

20' 

.4592 

.8884 

.5169 

1.935 

1.126 

2.178 

40' 

30' 

.4617 

.8870 

.5206 

1.921 

1.127 

2.166 

30' 

40' 

.4643 

.8857 

.5243 

1.907 

1.129 

2.154 

20' 

50' 

.4669 

.8843 

.5280 

1.894 

1.131 

2.142 

10' 

28° 00' 

.4695 

.8829 

.5317 

1.881 

1.133 

2.130 

62° 00' 

10' 

.4720 

.8816 

.5354 

1.868 

1.134 

2.118 

50' 

20' 

.4746 

.8802 

.5392 

1.855 

1.136 

2.107 

40' 

30' 

.4772 

.8788 

.5430 

1.842 

1.138 

2.096 

30' 

40' 

.4797 

.8774 

.5467 

1.829 

1.140 

2.085 

20' 

50' 

.4823 

.8760 

.5505 

1.816 

1.142 

2.074 

10' 

to 

o 

o 

O 

o 

.4848 

.8746 

.5543 

1.804 

1.143 

2.063 

61° 00' 

10' 

.4874 

.8732 

.5581 

1.792 

1.145 

2.052 

50' 

20' 

.4899 

.8718 

.5619 

1.780 

1.147 

2.041 

40' 

30' 

.4924 

.8704 

.5658 

1.767 

1.149 

2.031 

30' 

40' 

.4950 

.8689 

.5696 

1.756 

1-.151 

2.020 

20' 

50' 

.4975 

.8675 

.5735 

1.744 

1.153 

2.010 

10' 

30° 00' 

.5000 

.8660 

.5774 

1.732 

1.155 

2.000 

60° 00' 

10' 

.5025 

.8646 

.5812 

1.720 

1.157 

1.990 

50' 

20' 

.5050 

.8631 

.5851 

1.709 

1.159 

1.980 

40' 

30' 

.5075 

.8616 

.5890 

1.698 

1.161 

1.970 

30' 

40' 

.5100 

.8601 

.5930 

1.686 

1.163 

1.961 

20' 

50' 

.5125 

.8587 

.5969 

1.675 

1.165 

1.951 

10' 

31° 00' 

.5150 

.8572 

.6009 

1.664 

1.167 

1.942 

59° 00' 

10' 

.5175 

.8557 

.6048 

1.653 

1.169 

1.932 

50' 

20' 

.5200 

.8542 

.6088 

1.643 

1.171 

1.923 

40' 

30' 

.5225 

.8526 

.6128 

1.632 

1.173 

1.914 

30' 

40' 

.5250 

.8511 

.6168 

1.621 

1.175 

1.905 

20' 

50' 

: .5275 

.8496 

.6208 

1,611 

1.177 

1.896 

10' 

32° 00' 

.5299 

.8480 

.6249 

1.600 

1.179 

1.887 

58° 00' 

10' 

.5324 

.8465 

.6289 

1.590 

1.181 

1.878 

50' 

20' 

.5348 

.8450 

.6330 

1.580 

1.184 

1.870 

40' 

30' 

.5373 

.8434 

.6371 

1.570 

1.186 

1.861 

30' 

40' 

.5398 

.8418 

.6412 

1.560 

1.188 

1.853 

20' 

50' 

.5422 

.8403 

.6453 

1.550 

1.190 

1.844 

10' 

33° 00' 

.5446 

.8387 

.6494 

1.540 

1.192 

1.836 

57° 00' 

10' 

.5471 

.8371 

.6536 

1.530 

1.195 

1.828 

50' 

20' 

.5495 

.8355 

.6577 

1.520 

1.197 

1.820 

40' 

30' 

.5519 

.8339 

.6619 

1.511 

1.199 

1.812 

30' 

40' 

.5544 

.8323 

.6661 

1.501 

1.202 

1.804 

20' 

50' 

.5568 

.8307 

.6703 

1.492 

1.204 

1.796 

10' 

o 

o 

o 

C*> 

.5592 

.8290 

.6745 

1.483 

1.206 

1.788 

56° 00' 

10' 

.5616 

.8274 

.6787 

1.473 

1.209 

1.781 

50' 

20' 

.5640 

.8258 

.6830 

1.464 

1.211 

1.773 

40' 

30' 

.5664 

.8241 

.6873 

1.455 

1.213 

1.766 

30' 

40' 

.5688 

.8225 

.6916 

1.446 

1.216 

1.758 

20' 

50' 

.5712 

.8208 

.6959 

1.437 

1.218 

1.751 

10' 

35° 00' 

.5736 

.8192 

.7002 

1.428 

1.221 

1.743 

55° 00' 

10' 

.5760 

.8175 

.7046 

1.419 

1.223 

1.736 

50' 

20' 

.5783 

.8158 

.7089 

1.411 

1.226 

1.729 

40' 

30' 

.5807 

.8141 

.7133 

1.402 

1.228 

1.722 

30' 

40' 

.5831 

.8124 

.7177 

1.393 

1.231 

1.715 

20' 

50' 

.5854 

.8107 

.7221 

1.385 

1.233 

1.708 

10' 

36° 00' 

.5878 

.8090 

.7265 

1.376 

1.236 

1.701 

54° 00' 


Cos 

Sen 

Co f 

Tan 

Csc 

Sec 

Angulo 
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Tabla 2 Valores de las funciones trigonometricas 


Angulo 

Sen 

Cos 

Tan 

Cot 

Sec 

Csc 


36° 00' 

.5878 

.8090 

.7265 

1.376 

1.236 

1.701 

54° 00' 

10' 

.5901 

.8073 

.7310 

1.368 

1.239 

1.695 

50' 

20' 

.5925 

.8056 

.7355 

1.360 

1.241 

1.688 

40' 

30' 

.5948 

.8039 

.7400 

1.351 

1.244 

1.681 

30' 

40' 

.5972 

.8021 

.7445 

1.343 

1.247 

1.675 

20' 

50' 

.5995 

.8004 

.7490 

1.335 

1.249 

1.668 

10' 

37° 00' 

.6018 

.7986 

.7536 

1.327 

1.252 

1.662 

53° 00' 

10' 

.6041 

.7969 

.7581 

1.319 

1.255 

1.655 

50' 

20' 

.6065 

.7951 

.7627 

1.311 

1.258 

1.649 

40' 

30' 

.6088 

.7934 

.7673 

1.303 

1.260 

1.643 

30' 

40' 

.6111 

.7916 

.7720 

1.295 

1.263 

1.636 

20' 

50' 

.6134 

.7898 

.7766 

1.288 

1.266 

1.630 

10' 

38° 00' 

.6157 

.7880 

.7813 

1.280 

1.269 

1.624 

52° 00' 

10' 

.6180 

.7862 

.7860 

1.272 

1.272 

1.618 

50' 

20' 

.6202 

.7844 

.7907 

1.265 

1.275 

1.612 

40' 

30' 

.6225 

.7826 

.7954 

1.257 

1.278 

1.606 

30' 

40' 

.6248 

.7808 

.8002 

1.250 

1.281 

1.601 

20' 

50' 

.6271 

.7790 

.8050 

1.242 

1.284 

1.595 

10' 

39° 00' 

.6293 

.7771 

.8098 

1.235 

1.287 

1.589 

51° 00' 

10' 

.6316 

.7753 

.8146 

1.228 

1.290 

1.583 

50' 

20' 

.6338 

.7735 

.8195 

1.220 

1.293 

1.578 

40' 

30' 

.6361 

.7716 

.8243 

1.213 

1.296 

1.572 

30' 

40' 

.6383 

.7698 

.8292 

1.206 

1.299 

1.567 

20' 

50' 

.6406 

.7679 

.8342 

1.199 

1.302 

1.561 

10' 

4* 

O 

o 

O 

o 

.6428 

.7660 

.8391 

1.192 

1.305 

1.556 

50° 00' 

10' 

.6450 

.7642 

.8441 

1.185 

1.309 

1.550 

50' 

20' 

.6472 

.7623 

.8491 

1.178 

1.312 

1.545 

40' 

30' 

.6494 

.7604 

.8541 

1.171 

1.315 

1.540 

30' 

40' 

.6517 

.7585 

.8591 

1.164 

1.318 

1.535 

20' 

50' 

.6539 

.7566 

.8642 

1.157 

1.322 

1.529 

10' 

4k 

0 

O 

o 

.6561 

.7547 

.8693 

1.150 

1.325 

1.524 

o 

o 

o 

10' 

.6583 

.7528 

.8744 

1.144 

1.328 

1.519 

50' 

20' 

.6604 

.7509 

.8796 

1.137 

1.332 

1.514 

40' 

30' 

.6626 

.7490 

.8847 

1.130 

1.335 

1.509 

30' 

40' 

.6648 

.7470 

.8899 

1.124 

1.339 

1.504 

20' 

50' 

.6670 

.7451 

.8952 

1.117 

! 1.342 

1.499 

10' 

o 

o 

o 

.6691 

.7431 

.9004 

1.111 

1.346 

1.494 

48° 00' 

10' 

.6713 

.7412 

.9057 

1.104 

1.349 

1.490 

50' 

20' 

.6734 

.7392 

.9110 

1.098 

1.353 

1.485 

40' 

30' 

.6756 

.7373 

.9163 

1.091 

1.356 

1.480 

30' 

40' 

.6777 

.7353 

.9217 

1.085 

1.360 

1.476 

20' 

50' 

.6799 

.7333 

.9271 

1.079 

1.364 

1.471 

10' 

43° 00' 

.6820 

.7314 

.9325 

1.072 

1.367 

1.466 

-Ek 

N 

O 

O 

o 

10' 

.6841 

.7294 

.9380 

1.066 

1.371 

1.462 

50' 

20' 

.6862 

.7274 

.9435 

1.060 

1.375 

1.457 

40' 

30' 

.6884 

.7254 

.9490 

1.054 

1.379 

1.453 

30' 

40' 

.6905 

.7234 

.9545 

1.048 

1.382 

1.448 

20' 

50' 

.6926 

.7214 

.9601 

1.042 

1.386 

1.444 

10' 

4k 

4k 

o 

O 

o 

.6947 

.7193 

.9657 

1.036 

1.390 

1.440 

46° 00' 

10' 

.6967 

.7173 

.9713 

1.030 

1.394 

1.435 

50' 

20' 

.6988 

.7153 

.9770 

1.024 

1.398 

1.431 

40' 

30' 

.7009 

.7133 

.9827 

1.018 

1.402 

1.427 

30' 

40' 

.7030 

.7112 

.9884 

1.012 

1.406 

1.423 

20' 

50' 

.7050 

.7092 

.9942 

1.006 

1.410 

1.418 

10' 

•u 

Ui 

o 

O 

o 

.7071 

.7071 

1.000 

1.000 

1.414 

1.414 

45° 00' 


Cos 

Sen 

Cot 

Tan 

Csc 

Sec 

Angulo 





Propiedades de los numeros reales 

En la siguiente lista a , h y c representan numeros reales 


Propiedades de igualdad 
Reflexiva Para todo numero real a, a — a. 
Simetrica Si a = h , entonces b — a. 

Transitiva Si a — b y b = c, entonces : a — c. 


Propiedades de orden 


Axloma de comparacion Una y s61o una de las siguientes afirmaciones es 

v&lida: 

a < b 9 a — b, a > b. 

Propiedad transitiva Si a < b y b < c f entonces a < c. 

Si a > b y b > c, entonces a > c. 


Propiedades de la adicidn y de la multiplicacidn 

Adicidn Multip/icacidn 


Cerradura 

a + b es un numero real ab es un numero real iinico 

unico 


Conmutatividad a + b = b + a ab — ba 


Asociatividad 

(a + b) + c — a + (b + c) ( ab)c = a(bc) 

Identidad 

0 es el unico ntimero real que 1 es el unico numero real que 
satisface 0 + a = a y a + satisface 1(a) = a y a(l) 
0 = a. - a. 

Inversos 

Para cada ndmero real a, exis- Para cada numero real a ^ 0, 

te un solo numero real — a existe un solo numero real 

tal que a + ( — a) = ( — a ) + 1 

M n v ' v ' - tal que 

a = 0 a n 

° C) - 1 (o) - '• 

Distributividad 

a(b C ) — ab + ac y (b + c)a = ba + ca 

Sustitucion 

Si cambia el simbolo mediante el cual se identifica a un 
numero real en una expresidn matemdtica no cambia el 
significado de la expresion. 

Complemento 

Todo subconjunto no vacio del conjunto (R de ndmeros reales 
que tiene una cota superior en (R tiene una cota superior 
minima en (R. 
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Identidades Trigonometricas 


Para toda x y y para las cuales ambos miembros de las igualdades estan 
definidos se dene: 


1 . 

2 . 


tan x = 


cot x = 


senx 

COS X 
COS X 

senx 


5. 


cot X — 


1 

tan x 


6 . sen 2 x + cos 2 x = 1 


3. 


sec x = 


1 

cos X 


7, 1 + tan 2 x = sec 2 x 


4. esc x —- 

senx 


8 . 1 + cot 2 x — esc 2 x 


9. cos (x ± y) = cos x cos y =F senx sen y 

10. cos (~x) = cos x 

11. cos ~ sen * 

12. cos 2x = cos 2 x — sen 2 x = 2 cos 2 x — 1 = 1 — 2 sen 2 x 

13. cos - = ±Vi(l + cosx) 


14. sen(x dh y) — senx cos y =t cosx sen y 

15. sen(—x) = — sen x 

16. sen ^ — x^ = cosx 

17. sen2x = 2 senx cosx 

18. sen ~ — cosx) 


19. tan (x ± y) 


tan x db tan y 
1 =f tan x tan y 


20 . tan ( —x) = —tanx 


21. tan 2x = 


2 tan x 
I — tan 2 x 


22. tan ~ = 


sen x 

1 + cos x 


23. cos (tt ± x) = —cos x 

24. sen (ir ± x) = =F sen x 

25. tan (tt ± x) = dbtan x 
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Resumen de fdrmulas 


Pagina 


Distancia entre dos puntos A(xi, y x ) y B(x 2 ,y 2 ) 

d( A, B) = V(* 2 - xO 2 + Cv 2 - J1) 2 3 

Operaciones en (R 2 con los vectores u, v = (x,y),\ 2 = (xi, ji), v 2 = 0c 2 , .>> 2 ) 

(Con exception de las fdrmulas indicadas con un asterisco se pueden aplicar a 
vectores tridimensionales) 


Vi + v 2 = (x x + X 2 , y\ + ^ 2 ) (adicion de vectores) 

—v = — (*, y) = (—x, — 3 ;) (negativo de un vector) 

vi - v 2 = Vi + ( v 2 ) = (xi - x 2 , yi - y 2) 

(diferencia de vectores) 


y/x 2 + y 2 (magnitud de un vector) 


8 

10 

10 

13 


*sen B — ~~tt 
v 


cos 6 = jj^TT (angulo de direction del vector v^O) 14 


ry = r(x, >0 = (rx, ry ), r G(R (producto de un escalar por un vector) 20 

u y v (v ^ 0) son paralelos si y solo si u = ry 21 

Si u = (xi,yi) y v = (x 2 ,y 2 ), entonces u« v = x x x 2 + y x y 2 (pro- 27 
ducto interno, escalar o punto de los vectores u y v) 

u _L v si y solo si u • v = 0 27 


*Si v = (x, y), entonces v p = (—y,x) 


27 


cos a = 


*v = (u • v)u + (u p • v)u p , donde |[u|| = 1 


U • V 


(angulo a que forman los vectores u ^ 0 y v ^ 0) 31 


35 


(descomposicion de v en componentes) 

Ecuaciones de la recta en el piano 

u = s + r(t - s), r e (R 49 

(ecuacion parametrica vectorial ordinaria de la recta que pasa por 

SyT) 

x = xi + r(x 2 - *i), y = y x + r(y 2 - y x ), r EC ft 51 

(ecuaciones parametricas cartesianas de la recta que pasa por S(x x , 

yi) y T (* 2 ,y 2 ) 

u = s + ry (ecuacion parametrica vectorial ordinaria de la recta que 53 

pasa por S y es paralela a v) 
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m — - (pendiente m de la recta cuyo vector de direccibn es 59 
h (h, k), h 9*0) 

£i _L £ 2 si y solo si m x =--, o bien, si una recta es vertical 62 

m 2 

(pendiente no definida) y la otra es horizontal (pendiente 0) 

Ax + By + C = 0 (ecuacion cartesiana, o escalar, ordinaria) 65 


y — y x = m (x — xi) (forma de panto y pendiente) 70 


que pasa por dos puntos dados) 

y = mx + b (forma de ordenada y abscisa al origen) 74 

x y 

“ + £=1, a ^ 0, b 0 (intersecciones con los ejes) 75 

X - 1 = , h 9 * 0, k 9 * 0 77 

h k 

(forma simetrica, ( h , k) es un vector de 

direccion) 

* cos a + y sen a — p = 0 (forma normal) 91 

o bien 


— -—= x H. ..— = y H- — .. —~ = 0, 

zkVA 2 + B 2 ±VA 2 + B 2 ±\^A 2 + B 2 

A 2 + B 2 9 * 0 


Distancia de un punto S(*i, ji) a una recta £: Ax + By + C = 0 

d( S, £) = ■ ■ ,, Vp ^ T sobre £, v || £ 89 

IIM 

o bien 


d(S, £) 


Ax i + By i + C 

VA 2 Th 2 


94 


Determinantes 






^2 


^1 


<?1 



<?2 

«3 

6 3 

<?3 


= a x b 2 — 


— d\b 2 c 3 + a 2 b^Ci + a3&iC2 


“ d\b 2 c 2 

— a 2 b\C 2 — a%b 2 Ci 


104 


104 
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Ecuaciones ordinarias de las secciones c6nicas 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 1 . 

2 i 2 i n , ri . 77 circunferencia 
jr + y + Dx + Ey + F - OJ 


X 2 = 4py\ 
y 2 = 4px\ 


pardbola 


2 2 

^ + l 

a 2 

2 2 

^ + l 

ft 2 ^ O 2 

2 2 
_ JL = i 
a 2 b 2 

2 2 

*_ = i 
a 2 6 2 


> elipse 


> hiperbola 


Traslaci6n de ejes en el piano 

x = x' + h y y = / + fc 
x' = x — h y y' = y — k 


Tablas de las ecuaciones de las secciones cdnicas 


125 

126 

131 

140 

141 

146 

147 

171 

171 

174, 177 


Rotacidn de ejes 

x' = x cos <t> + y sen 0 y y' = — x sen <f> + y cos 
x — x' cos <t> — y' sen <£ y = x' sen <£ + y' cos <t> 

tan 26 =- 

v A - C 


181 

181 

188 


Ecuaciones de la recta que es tangente a la gr£fica de Ax 2 + Bxy 

+ Cy 2 + Dx + Ey = 0 en el origen 

Dx + Ey = 0, D y E no son ambos cero 193 


Coordenadas polares 

x — r cos 9 y y = r sen 9 246 

r = ±\/ x 2 + y 2 , cos 9 = - *_ > sen 0 = - _ 246 

±V* 2 + y 2 ±Vx 2 + y 2 


d = \r\ + r\ — 2r 2 r! cos (0 2 — #i) 

(distancia entre dos puntos cuyas coordenadas son (/•], 0j) y (/■ 2 , 0 2 )) 250 
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Ecuaciones polares de las secciones c6nicas 

CD 

r = j - ^ - - (foco en el polo, directriz -L al eje polar) 261 

r = ,———- (foco en el polo, directriz II al eje polar) 261 

Distancia entre los puntos Sfx^j^zi) y T(x 2 , y 2 , z 2 ) en el espacio 

d(S, T) = V[x 2 - *i) 2 + ( y 2 - yi) 2 + (z 2 - z x ) 2 276 

Cosenos directores del vector v = (u l5 v 2 , v 3 ) 

cos a = > cos j8 = ~~ > cos T = TpTf > donde ||v|| 3 ^ 0 283 

INI IMI l|v|i 

cos 2 a + cos 2 ,8 + cos 2 y = 1 283 


Producto vectorial de los vectores u(m 1; u 2 , u s ) y v(ui, v 2 , v 3 ) 


u X v 


u x 

u 2 

«3 

Vx 

V 2 

^3 

i 

j 

k 


294 


Ecuaciones de la recta en el espacio 

u = s + r(t — s), r E (R (ecuaci6n parametrica vectorial ordinaria 307 

de la recta que pasa por S y T) 

(x, y, z) = (x u y u z x ) + r(x 2 - x u y 2 - y u z 2 - - 1 ) 309 

(ecuacion parametrica vectorial de la recta que pasa por Sfe, y l9 z x ) 

y T(x 2 ,^ 2 , z 2 )) 

X = Xi + r(x 2 - x x ), y = yi + r(y 2 - y x \ z = z x + r(z 2 - z x ) 309 
(ecuacion parametrica cartesiana de la recta que pasa por S(xi, y x , 

z\) y T(x 2 ,^2, z 2 )) 

x - xx = y - yx = z - z t 309 

*2 - *1 y 2 - y 1 ^2 - zi 

(ecuacion simetrica de la recta que pasa por S(xi, y l9 z x ) y T(x 2 , j 2 , z 2 ) 

Ecuaciones de pianos en el espacio 

ax + by + cz + d = 0 (ecuacion cartesiana) 314 

x cos a + y cos (3 + z cos 7 -- p = 0 (forma normal) 332 

u = s + /*(n x X n 2 ), r e (R (ecuacion parametrica vectorial de la 320 
recta de interseccion de los pianos cuyos vectores normales son n x y 
n 2 , S estd sobre la recta de interseccidn) 
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Distancia de un punto a un piano (P : ax + by + cz + d =0 

(a 2 + b 2 + c 2 9^ 0) 

d( S, (P) = ~ > T sobre (P, n _L (P, ||n|| ^ 0 3i 

n 


o bien 


d( S, (P) = 


|a*i + by i + czj + d\ 
Va 2 + Z > 2 + c 2 


Distancia de un punto S a la recta £ en el espacio 


d(S, £) 


|(s - t) X v11 


T sobre £, v || £ 


Esfera con centra C(x 0 , yo, 2 o)> Y radio r. 

(jc — x 0 ) 2 + (y — yo ) 2 + (z — z 0 ) 2 = r 2 (ecuacion cartesiana) 345 

Ecuacidn vectorial del piano tangente a una esfera en el 
punto T. 

v • (u — t) = 0, v es el radio vector del centra de la esfera T. 347 


Elipsoide 

2 2 2 

- + = 1 
fl 2 ^ £>2 ^ C 2 


Hiperboloide de una rama 

2 2 2 

^ + Z_ _ L = , 

„9 ' L9 ^9 1 


Hiperboloide de dos ramas 

2 2 2 
* y , z i A 


2 2 2 
A 

~9 I L9 ^9 


Cono elfptico 

2 2 2 
*_■+£._£_ = o 

a 2 T C 2 


Paraboloide elfptico 

2 2 
z = ^- + >L 
a 2 ^ Z > 2 


358 
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Paraboloide hiperb6lico 



Traslacidn de ejes en el espacio 

x' = x - x 0 , y' = y - y 0 , z' = z - z 0 
X = x' + x 0 > y = y + y 0 , Z = z’ + zq 

Coordenadas cilmdricas 

x = r cos 6, y = r sen 6, z = z 

r = =t\/x 2 + y 2 , cos 6 = - ——- ’ sen 0 = . . . — 

dt \/* 2 + y 2 

z — z 


Coordenadas esf€ricas 


x — P sen 0 cos 0 
7 = p sen 0 sen 0 
z — p cos 0 

p = Vx 2 + j> 2 + z 2 
x 


cos 0 = 


COS 0 


Vx 2 + .y 2 
z 


sen 0 = 


V * 2 + 


x/ x 2 + y 2 + z 2 


’ sen 0 = 


Vx 2 + / 

%/* 2 + >> 2 + z 2 


Inversiones con respecto a circunferencias 

x’ = x 0 + -^-(x - x 0 ), y' = yo + -^-(y - yo) 
r 2 r 2 


360 

366 

366 

371 
. 371 


373 


375 


Inversiones con respecto a esferas 


377 
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pares ordenados de, 1 
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de dngulos, 116-119 
coordenada(s) 
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distancia entre dos puntos, 375 
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251-255 
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cuadrantes, 2, 15 
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desplazamiento, 5 
determinante(s) 
cero, 106 

desarrollo de los, 104-105 
multiplicacibn por un escalar, 293 
regia de Cramer, 106 
diferencia entre dos vectores, 10-11, 279 
discriminante 

forma determinante de, 192 
metodo de encontrar las tangentes, 
196-201 

dimension de una matriz, 103 
directrices 
de los cilindros, 350 
de secciones cdnicas, 130, 153-6 
distancia 

del origen a un piano, 330 
de un punto a un piano, 330-331 
de un punto a una recta, 89, 94, 334-335 
dirigida, 90-91, 392 
en coordenadas polares, 336 
entre dos rectas, 336 
preservaci6n en la rotacibn, 182 
preservacibn en la traslacibn, 181 
distancia entre dos puntos 
en coordenadas 
cartesianas, 3 
cilmdricas, 276, 375 
esfericas, 375 
polares, 264 
norma, 13-14 
dominio, 213 
ecuaci6n(es) 
cartesiana 

de la circunferencia, 125, 175 
de la distancia, 3, 94, 331 
de la elipse, 140-141, 175 
de la esfera, 345 
de la hiperbola, 147, 175 
de la par&bola, 131, 135, 175 
de la recta, 64, 79, 90, 308-309 
de un piano, 314 

de una superficie cuadrdtica, 366-367 
de una tangente de un piano a una esfera, 
347 

cuadrdtica, 187 

(Vease ecuacibn de segundo grado) 
de la recta 

punto y pendiente en terminos de las 
intersecciones con los ejes, 73 
que pasa por dos puntos dados, 60-70 
en su forma cartesiana ordinaria, 51, 309 
escalar, 65 

parametrica cartesiana, 51, 309 
parametrica vectorial ordinaria, 53 


punto y pendiente de la recta, 69-70 
con ordenada al origen, 74 
con ordenada y abscisa al origen, 75 
vectorial de la recta, 47 


E 

ecuacibn de segundo grado, 187, 355 
caracteristicas de la, 190 
discriminante de la, 191 
representacibn grdfica de la, 190, 356-62 
transformaci6n de la, 187-90, 366-7 
ecuaciones lineales, 47-79, 321-22 
metodos de resolucibn de las, 98-99 
regia de Cramer para la solucibn de, 106 
Vease tambien ecuaciones de la recta 
ecuaciones para pianos 
cartesianas, 314 
determinante de las, 318 
forma normal de, 332 
vectoriales, 313 
ecuaciones parametricas 
cartesianas, 51-4, 231, 308-9 
vectoriales, 49-50, 53-55, 307-309, 320 
ecuaciones polares, 239 
de la circunferencia, 250 
de la distancia entre dos puntos, 264 
de las secciones cbnicas, 259-261 
de los lugares geometricos, 264 
intersecciones de las, 256 
ecuacibn simetrica de la recta, 77-78, 309 
de interseccion, 319 
ecuacibn vectorial 
de la circunferencia, 125 
de la distancia, 56, 89, 330, 336 
de la elipse, 139 
de la esfera, 345 
de la hiperbola, 146 
de la pardbola, 131 
del piano, 313 
de la recta, 47-63, 309 
elementos 

del determinante, 104 
de superficie, 350 
eliminacibn de una variable, 99 
elipse, 137-144 
ancho focal de la, 142 
centro de la, 137 

determinante de la ecuacibn de la, 143 
directrices de la, 155 
ecuacibn vectorial de la, 139 
ejes de la, 137 

excentricidad de la, 154-156 

forma general de la ecuacibn de la, 174-175 
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forma ordinaria de la ecuacion de la, 
140-141 

focos de la, 137 

problemas de aplicacion de la, 144 
rotacion de la, 189-190 
traslacion de la, 174 
vertices de la, 137 
elipsoide, 356 
eje(s) 

conjugado, 149 
coordenados, 2, 275 
de un cilindro circular, 351 
de una elipse, 137 
de una hiperbola, 144 
de una pardbola, 130 
de revolucion, 352 
mayor de la elipse, 137 
menor de la elipse, 137 
polares, 243 
principal 

de una elipse, 137 
de una hiperbola, 144 
transverso, 144 
entradas de una matriz, 103 
esferas de Dandelin, 164-169 
espiral logaritmica, 256 
escalar, 6 
esfera, 345-49 

determinante de la ecuacion, 349 
ecuacion cartesiana de, 345 
ecuacion vectorial de, 345 
piano tangente a una, 347 
esferoide, 356 

esfuerzos en una dimensidn, 240, 268 
espacio, 34, 273 
Euler, Leonhard, 379 
formulas de los poliedros, 381 
excentricidad, 155-7, 259 


F 

familia de rectas, 198 
Fermat, Pierre De, 43 
flechas en tanto vectores, 5 
foco(s) 

de la elipse, 137 
de la hiperbola, 144 
de la pardbola, 130 

forma determinante de la ecuacibn, 73 
de la circunferencia, 129 
de discriminante, 192 
de la elipse, 143 
de la esfera, 349 
de la hiperbola, 153 
de la pardbola, 136 


de la recta, 107-108 
de un piano, 318 

del producto vectorial de vectores, 294 
forma normal de la ecuacidn, 74 
de una recta, 90-92 
de un piano, 332 

forma simetrica de la ecuacion de la recta, 
77 

formula cuadrdtica, 196 
funcion(es) 
cuadrdtica, 213 
dominio de una, 213, 220 
impar, 219 
lineal, 213 
par, 219 

polinomiales, 214 
continuidad de las, 217 
dominio de las, 213 
grado de las, 214 
raiz de las, 217 
reales, 214 

representaciones de las, 214-218 
racionales, 220 
asmtotas, 221, 224, 227 
dominio de la, 220 
grdfica de signos de, 221 
representation grdfica de la, 220-227 
rango de una, 213 


G 

generador, 350, 164 
geometria 
afin, 271 

euclidiana, 271, 378 
metrica, 271, 378 
proyectiva, 340 
grado de los polinomios, 214 
grdfica de signos, 221 
genero, 384 
Gibbs, Josiah, 45 


H 

Hesse, Ludwig Otto, 90 
hiperbola(s), 144-152 
ancho focal, 152 
asmtotas de la, 149 
centro de la, 144 

determinante de la ecuacidn de la, 153 
ecuacion cartesiana de la, 147, 174-175 
ecuacidn vectorial de la, 146 
ejes de la, 144 
equildtera, 158 
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excentricidad de la, 156 
focos de la, 144 
rotacidn de la, 182, 190 
traslacidn de la, 174 
vertices de la, 144 
hiperboloides, 357 
regia de los, 357, 364 
historia de las matem&ticas, 43-5 


I 

identidad de Lagrange, 298 
identidades trigonom£tricas, 393 
intersecci6n(es) 
con el eje x, 75, 224, 323 
con el eje y, 74, 214, 224, 323. 
con el eje z, 323 
de conjuntos, 97 
de ecuaciones polares, 256 
de pianos, 318-321 
de rectas, 97-99 
de rectas y pianos, 326-327 
de un piano y un cono, 175-176 
de una superficie y pianos, 352 
ecuaciones de una recta, 75 
ecuaciones lineales, 74-75 
invarianza bajo transformaciones, 190, 
270-271, 340-343 

inverso aditivo de un vector, 10, 279 
representacidn geometrica de, 11 
inverso, 10-11, 269 
(Vease inverso aditivo) 


L 

lado recto 
de la elipse, 142 
de la pardbola, 135 
ley de los cosenos, 31, 264 
limite, 192, 196, 341 
longitud, 372 
lugar geom£trico, 121 
ecuacidn de un, 122 

M 

magnitud de vectores, 13 
(Vease tambien norma) 
malla, 1 

mapeo, 238-241, 268-271 
matriz, 103, 301-5 
aplicaciones, 305 
inversa de una, 302 
multiplicacidn de, 301 


menor de un determinante, 104 
metodo 

del paralelogramo para la adicidn de 
vectores, 9 

del tridngulo para la adicidn de vectores, 9 
multiplicacidn de un escalar por un vector, 
20-24, 30 

propiedades de, 22, 279 


N 

nodo, 379 
norma 

del producto vectorial, 296 
de un vector, 13-14, 279 
propiedades del producto escalar, 28 
ndmeros de direccidn de una recta, 77 


O 

octantes, 276 
orden 

del determinante, 104 
de la matriz, 103 
ordenadas, 2 
adicidn de, 229 
origen, 2, 275, 372 

otros tipos de transformaciones, 241, 269 
6valo de Cassmi, 256 


P 

pares ordenados, 1 
componentes de los, 1 
igualdad de los, 2 
representacidn geometrica de, 1, 5 
como vectores, 5 
par&bola 

ancho focal de la, 135 
directriz de la, 130 

determinante de la ecuacidn de la, 132 
ecuacidn 

ordinaria de la, 131 
general de la, 135, 174-175 
vectorial de la 131 
eje (de simetria) de la, 130 
excentricidad de la, 156 
foco de la, 130 

problemas de aplicacion de la, 136 
rotacidn de la, 190 
vertice de la, 130 
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paraboloide(s) 
elipticos, 358 
hiperb61icos, 360 

propiedades de reflexion de los, 206 
reglador de los, 359-60, 365 
par&metro 
eliminacidn del, 231 
de familias de rectas, 198 
importancia geometrica de, 234 
pendiente de una recta, 58-62 
Pit&goras, teorema de, 3, 26, 276 
plano(s) 

coordenadas en un, 275 
de las coordenadas, 2 
distancia de un punto a un, 330-331 
distancia del origen al, 330 
interseccidn de, 320-321 
intersecci6n de rectas y, 326-327 
orientacidn de, 325 
paralelos, 310, 315, 320-321 
perpendiculares, 315 
puntos en, 313 
recta paralela a un, 315 
recta perpendicular a un, 315 
tangente, 347-349 
vector normal a un, 313 
Poincare, Jules, 385 
poliedros, 381 
polinomio cero, 214 
polo, 243, 370 
Poncelet, Jean, 341 
posicidn ordinaria, 5 
principio de sustitucidn, 12 
problema 

del puente de Konigsberg, 379-80 
de los cuatro colores, 383 
producto 
cartesiano, 1, 273 
escalar, 26-38, 279, 288 
de vectores paralelos, 30-32 
de vectores perpendiculares, 26-27 
propiedades del, 28 
solucion de ecuaciones lineales por 
medio de, 98-99 
vectorial, 294 

drea de un paralelogramo por medio de, 
297 

determinante del, 294 
norma del, 296 
orientacion del, 295 
recta de interseccion por medio del, 
319-320 
propiedad(es) 
de cerradura 

de la adicion vectorial, 12 


de la multiplicacidn de un vector por 
un vector, 22 
de la adicidn vectorial, 12 
de la directriz y foco, 156 
de la multiplicacidn de un vector por un 
vector, 22 
no metricas, 271 
de los ndmeros reales, 392 
del producto escalar de vectores, 28 
del producto vectorial de vectores, 296 
proporcidn durea, 119 
proyeccidn 

escalar de un vector, 38, 290 
vectorial de un vector, 38, 290 
punto(s) 
criticos, 216 

como pares ordenados, 2 
como vectores, 5 
en pianos, 313-314 
en el espacio, 307 
extremo, 5, 279 
fijo, 301, 383 
inicial, 5, 279 
mdximos locales, 216 
minimo focal, 216 
sobre la recta, 53-56 


R 

radio, 125, 345 
raiz, 196, 217 
ramas, 175 
rayo(s), 243 
polares, 243 
recta(s) 

dirigida, 90-91, 311 
horizontal, 60 
mumericas, 2, 275 
oblicua, 336 
paralelas, 60, 309 

ecuaciones cartesianas para las, 66 . 
a un piano, 315 
perpendiculares, 61-62 
al piano, 315 

ecuaciones cartesianas para las, 66 
rectical, 60 

recta de interseccidn, 318-9 
ecuacion cartesiana parametrica de, 319 
ecuacidn simetrica de, 319 
ecuacidn vectorial parametrica de, 320 
reflexiones en los ejes, 240 
regiones restringidas en el piano, 221 
Regia de Cramer, 106, 322 
representacidn 
auxiliar, 253 
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de ecuaciones 
de segundo grado, 190 
lineales, 47, 49 
polares, 251-255 
de funciones 
polinomiales, 214-218 
rationales, 220-222 
de un par ordenado, 2 
grdfica polar, 251-254 
intersecciones, 256 
simetria de, 255 
ordinaria, 5 

resolution de vectores, 34-8, 280, 290 
result ante, 34 
revolucidn 
eje de, 352 
superficie de, 352-54 
roseta de cuatro hojas, 253 
rotation de ejes, 180, 239, 367 
dngulos preservados en, 182 
aplicaciones de la, 187 
distancia preservada en, 182 
ecuaciones de, 182 
invarianza de la, 190-1 
rotacibn del piano, 239 

S 

secciones cdnicas, 121-63, 174-6 
configuracibn de la esfera de Dandelin, 
166-8 

degeneradas, 175-176 
ecuacibn polar de la, 260-1 
propiedad directriz-foco de las, 153-6 
propiedad de reflexibn de las, 206-11 
rectas tangentes a, 193-4 
transformaciones afines de las, 271 
transformaciones proyectivas de las, 343 
(Vease tambien , circunferencia, elipse, 
hiperbola, pardbola) 
segmento 

de una recta, 50, 308 
dirigido, 5 
radial, 125 
simbologia, xii 
simetria 

con respecto a una recta, 130 
con respecto al origen, 219 
en representaciones grdficas polares, 255 
sistema 

de coordenadas 
cartesianas, 1-2, 273 
cilindricas, 370-371 

de ecuaciones parametricas cartesianas 
de la recta, 51 


superficie(s), 350-360 
cilindricas, 350-351 
cuadrdticas, 355-363 
centrales, 358 
degeneradas, 361-362 
no centradas, 360 
regladas, 351, 357, 359 
curva generatriz de, 352 
de revolution, 352-354 
de una sola cara, 382-283 
genero de la, 384 
regladas, 351, 357, 359 
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tablas 

de cuadrados y raices cuadradas, 386 
de valores de funciones trigonometricas, 
387-91 

tangentes, rectas 

por el metod" de discriminantes, 196-201 
al origen, 193 
a secciones conicas, 193-4 
tecnicas de representacibn grdfica 
de regiones restringidas en el piano, 221 
de grdfica de signos, 221 
del termino dominante, 214 
de la adicion de ordenadas, 229 
de las asintotas, 221 
de las intersecciones, 217, 224 
de los puntos criticos, 216 
teorema 
de Pappus, 342 
de Pascal, 342 
de Pitdgoras, 3, 26, 276 
de la curva de Jordan, 380-381 
del punto fijo, 383 
termino dominante, 214 
temas de geometria analitica 
construction de dngulos, 116-119 
construction con regia y compds, 83-87 
esferas de Dandelin, 164-9 
geometria proyectiva, 339-43 
mapas del piano sobre si mismo, 238-241 
matrices y transformaciones afines 
homogeneas, 301-5 
notas historicas, 43-45 
propiedades de reflexibn de las 
secciones conicas, 206-11 
topologia, 378-85 
transformaciones afines, 268-71 
terna ordenada, 273 
topologia, 378 
toroide, 383 
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transformacion(es) 
afin(es), 268-271, 301-305 
homogeneas, 301 
invarianza en las, 271 
inversa de una, 269 
de movimiento rigido, 271, 341 
del piano, 239-241, 268-271, 339-343 
afines, 269-271, 301-305 
bdsicas, 239-241 
continuas, 378-385 
grupo de, 270 
iguales, 268 

invarianza en las, 270-271, 340-343 
lineales, 304 
movimiento rigido, 271 
multiplicacidn, 268-269 
proyectivas, 339-343 
topologicas, 378-385 
lineales, 304 
proyectivas, 339-343 
centrales, 339 
paralelas, 339-340 
topologica, 378-385 

transformacion de coordenadas, 171, 366 
aplicaciones de la, 187 
por rotacion, 181, 367 
por traslacibn, 171, 366 
traslaci6n, 5 
de ejes, 171, 239, 366 
dngulos, preservacion de, en la, 182 
aplicaciones, 174-175 
distancia, preservacion de, en, 182 
ecuaciones para la, 171, 366 
del piano, 239 
trazo, 323, 352 
triple producto escalar, 298 
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vector(es) 

adicion de, 8-9, 12, 279 
dngulos entre, 31, 287 
cero, 10, 283 
direccion del, 16, 283 
componente de un, 34-38, 280, 290 
de direccion, 14-15, 53-55, 58-61, 67, 77, 
282, 311 

de la recta de interseccion, 319 
en forma simetrica, 293 
geometrico, 5 
inverso aditivo, 10, 279 
magnitud de un, 13 
norma de un, 13, 279 
normal 

a un piano, 313-315, 318-320 
a una recta, 64, 67 
ortogonales, 16 

paralelos, 16-18, 20-21, 30-32, 60, 282 
angulo de direccion de, 16 
cosenos directores de, 284 
producto escalar de, 30-32, 287-288 
producto vectorial de, 296 
paralelos a una recta, 47-48, 53, 307 
perpendiculares, 16-18, 26-27, 34-37, 61, 
289 

dngulos de direccion de, 16 
al piano, 313 

producto escalar, 26-27, 288 
producto escalar de, 26-38, 98-99, 279 
producto vectorial de, 294-296 
representacion geometrica de, 5, 47, 278 
representacion ordinaria de, 5, 279 
tridimensional, 278 
unidad, 23-24, 34-38, 279 
vertice(s) 
de la elipse, 137 
de la hiperbola, 144 
de la parabola, 130 

de una superficie cuddratica no centrada, 
360 


Veblen, Oswald, 385 



Resultados de los ejercicios impares 


Ejercicios 1—1, p&gina 4 

1. -4 3. 1 5. x = 1, y = 1 7. 3 

9. 3V2 11. 4 13. V / 8 + 2\/3 25. (3,4) 


Ejercicios 1—2, pUginas 7—8 



13. (a) (-3, 5) (b) (0, 7) (0(1,4) (d) (-6, 12) (e) (—9, 0) 

15. (a) (7,-8) (b) (10, —6) (c) (11, -9) (d) (4, — 1) (e) (1,-13) 

17. (a) (-3, -4) (b) (0, -2) (c) (1, -5) (d) (-6, 3) (e) (-9, -9) 

19. (a) (-2,0) (b) (1, 2) (O (2,-1) (d)(-5,7) (e) (—8, —5) 

21. (4,2) 23. (-5,3) 25. (-15,-9) 27. (6,0) 

29- (hi) 31 . (Ar, 3) 33. (7,-10) 

Ejercicios 1—3, p&ginas 12—13 

1.(6,-2) 3. (-1,6) 5. (5,-3) 

7. (4,3) 9. (2,-4) 11. (6,1) 

13. (-4,2) 15. (-2,5) 17. (1,-4) 

Ejercicios 1—4, pAginas 18—20 

1. 3\/2; 45° 3. 2; 30° 5. 5; 126°50' 

7. 2; 180° 9. 10;_223°10' 11. 5; 53°10' 

13. 2\/5; 26°30' 15. 3\/2; 45° 17. (4.35,2.5) 

19. (0,6) 21. (1,-1.73) 23. (-6.06,-3.5) 


1 



2 


Resu/tados de /os ejercicios impares 


25. (a) 3, (b) - 4 6 - 


29. (a) f, (b) -Jg°- 


31 


27. (a) — f,_(b) 2 

/15V58 35V58\ ( 6V29 15V29\ „ /5 5V3\ 

' \ 58- W~) 33 ' V" ’IT ’ -29~) 35 ' (,2 ’ —) 

Ejercicios 1—5, PAginas 25—26 

1. (7,-1) 

5. 5V2 

3 (-V--V) 

17. no 

21. 2(cos 30°, sen 30°) 

25. V53 (cos 254°, sen 254°) 


3. (—1^—3) 
7. 4V29 - 4 


■(¥¥) 


11 

15. si 


19. si 

23. V34 (cos 301°, sen 301°) 

V2 V2 N 

T 9 ~2 




29. (- 7 , 3 

V V 58 V58> 

) 31. (0,1) 


33. ( b , 

« \ 


\ Va 2 + b 2 

Va 2 + b 2 ) 


Ejercicios 1—6, pSginas 29—30 


1. ~1 

3. 0 

5. -V2 + 15 

7. 16 

9- (-hi) 

"•(-X'-I) 

13. (— , _L_\ 
Wio Vio/ 

15. (0, -1) 

17. -§ 

19. 6 

21. 3 

23. -f 

25. 4\/3 

27. 0 

29. 6v 3 

Ejercicios 1—7, pdgina 33 


1. perpendiculares 

3. paralelos 

5. oblicuos, m°(a ) = 

7. oblicuos, m°(a) ■ 

= 30 9. perpendiculares 

11. oblicuos, m°(a) = 


13. m°(ZA) = 60, m°(ZB ) = 60, w°(ZC) = 60 
15. m°( /.A) = 90, m°UB) = 53, m°(ZC) = 37 


Ejercicios 1—8, pdginas 39—40 

1- (a)i + 2j 


, 3 ,1 

(b) — u + —— up 

V 2 V 2 


3. (a) -i 
5. (a) — 3i — 4j 


(b) 


1 , 1 
— u + — Up 

V 2 V 2 


7 1 

(b)-— u-— Up 

V 2 V 2 


( c ) -s^t + 'fgtp 

( c ) — + i J 5 tp 

(c) -t 
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3 


7. (a) 5i - 6j 

9. 90° 



1 11 

(b)-- u--up 

V 2 V 2 

11 . 120 ° 

17. 0 


(O -At - iftp 

is- (-A, -A); -^= 

V13 

19 - (t, f) 


Ejercicios de repaso del capitulo 1, p&gina 42 


1. x = 3, y — 3 
7. -6 


3. (2,1) 


5.norma = 2; tana = — 
V3 


9. + flip 


Ejercicios 2— 1, p&ginas 51—52 


1. u = (2, 1 ) + r( — 2, — 1); x = 2 — 2r, y = 1 — r 

3. u = (4, -2) + r(0, 5); * = 4, y = -2 + 5 r 

5. u = (-7, 2) + r(4, -3); x = -7 + 4r, y = 2 - 3r 

7. u = (-6, -3) + /•(2, 1); x = -6 + 2r, y = -3 + r 

9. u = (a, 6) + r(b — a, a — b); x = a + r(6 — a); y = b + r(« — A) 

11 . (a) (if) (b) (-1,1), (2,0) 

13. (a) (0,f) (b) (-1,0), (1,5) 

15. (a) (-4,2) (b)(-6,1), (-2, 3) 


17. (a) (4, 4) (b)(-§,5), (f,3) 

19. v - (2, 5) + r(4, -6), 0 < r < 1 
21. v = (-2, 4) + Kl, 3), 0 < r < 1 


Ejercicios 2—2, p&ginas 56—57 


1. u = (3, 2) + r(l, 1); x = 3 + r, y = 2 + r 

3. u — (4, -3) + r(—1, 2); * = 4 - r, y = -3 + 2r 

5. u = ( — 2, 4) + r( — 1, 2); x = — 2 — r, >> = 4 — 2r 

7. u - (-6, -4) + r(-3, -2); jc - -6 - 3r, y = -4 - 2r 


9. si 
13. si 

17. u = (2,3) + r(3,4) 

21. u = (-6,2) + r(3, 1) 

25. si 
29. no 

33. Ui(15, 40), U 2 (-5, -8) 


11. no 
15. no 

19. u - (3,-l) + r(5,2) 

23. u = (-1, -1) + K-2,7) 
27. si 

31. Ui(7, 1), U 2 (l, —5) 


Ejercicios 2—3, p£ginas 62—63 

1 ■ m = u = (5, 1) + r( 1, -£) 

3. m — —1; u = (3, —4) + — 1) 
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5. m — 0; u = (2, —3) + r(l,0) 

7. m = —4; u - (-2, -3) + r( 1, -4) 


9. u = (3, -4) + r(l, 2) 

13. u = ( — 2, —3) + r(l, §) 

17. paralelos 
21 . perpendiculares 
25. no colineales 
29. (a) u = (—2,J) + r(2, —1) 
31. (a) u = (3,4) + r( 5, -2) 
33. (a) u = (0,4) + r(-3,3) 
35. (a) u = (-2, -3) + r( 5,6) 
37. paralelos 


11. u = (0, -5) + r(l,0) 

15. u = (1,0) + r(0,1) 

19. paralelos 

23. colineales 

27. no colineales 

(b) u = (—2,1) + r(l, 2) 

(b) u = (3, 4) + r( 2, 5) 

(b) u = (0,4) + r(—3, -3) 
(b) u = (-2, -3) + r(- 6,5) 
41. oblicuos 


39. perpendiculares 


At ( x i + x 2 y i + W\ , , ,, 

43. u = I--->- j— I + r(c, d ) 


Ejercicios 2—4, p&ginas 67—69 

1. 3x + 5y — 22 = 0 
7. x + y + 4 = 0 
13. y -J- 5 — 0 
19. paralelos 

21. (a) 5* + 2y - 11 = 0 
23. (a) lx 5y — \\ — 0 

25. (a) — 6x + 5y — 46 = 0 
27. (a) 2x + y + 3 = 0 
29. x + y - 8 = 0 
31. 4x + 3y - 1 = 0 
33. y + 1 = 0 


5. —x — 2y — \ = 
11.x + 2y — 6 = 0 

17. perpendiculares 

(b) 2x - 5y + 13 = 0 
(b) 5* — ly - 29 = 0 
(b) 5* + 6y + 18 = 0 
(b) * - 2y - 1 = 0 


3. x - ly - 9 = 0 
9. 2* + 5y — 41 = 0 
15. paralelos 


Ejercicios 2—5, pdginas 72—73 

1. 2x — y + 1 =0 
5. 3x + y — 2 = 0 
9. 3x + 5y + 24 - 0 
13. 2jc + y = 0 
17. 5x -f 2y + 7 = 0 
21 . jc - 3 = 0 

23. x — 2>> = 0; 3x + y = 0; 2x + 3y — 14 = 0 
25. x - y + 4 = 0; a: + y - 10 = 0; y - 3 = 0 
27. 5x + 4y — 14 = 0; 4x — y = 0; x + 5y — 14 = 0 


3. •* + >> + 1 — 0 
7. x — 2y — 1 = 0 
11. 3.x: + 2>> — 13 = 0 
15. 4* + 13y — 2 = 0 
19. >> + 3 = 0 


29. x + 3y — 16 = 0; * — 3y + 10 = 0; * — 3 = 0 
31. 2x y — 2 = 0; 3x — 2y — 0; x — 3y 2 — 0 


33. x — y + 4 = 0; x — 3 = 0; a: + _v — 10 = 0 
35. 10x y — 26 = 0;x + 4>>— 13 = 0; 8x — ly — 0 
37. (3,-4), (-3,4), (7,8) 

39. 3x - 4y + 11 = 0; x + 3y - 9 = 0; 5x + 2y - 1 = 0 



Resultados de /os ejercicios impares 
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Ejercicios 2—6, pdginas 76—77 


1. 2* - y + 5 = 0 
7. 4* + 5y - 20 = 0 
13. m = b = —2 
19. 2* - 3y + 6 = 0 
25. a = 4, b = 3 
31. «=—§,£ = ! 

37. * - y + 2 = 0 


3 . 4 * - y — 4 = 0 
9 . m = f; £ = 2 
15 . m = 0; b = — 2 
21 . 2* — ly — 14 = 0 
27 . a = —3, b — 5 
33 . 15* + 2y = 0 
39 . * + 3y - 6 = 0 


5. 2x - 3y = 0 
11. m = —f; 6 = 4 
17. 3* + 2y — 6 = 0 
23. 2x + y + 2 = 0 
29. a = - 2 , b = 5 
35. 22 * + 6y - 33 = 0 
41. a = 1 


Ejercicios 2—7, p&gina 80 


1 . 

x — 5 


y- 2. 

m°(0) =117 

3. 

x — 5 y — 9 

0 

00 

•11 

/—s 

>—' 

0 

5 

2 


-4 ’ 

2 11 

5. 

x + 3 


y - 4. 

m°(0) = 106 

7. 

x — 4 7 + 5 . 

m°(d) =117 

-2 


7 ’ 

2 ~ —4 ’ 

9. 

* + 1 

-3 

= 

y + 3 
— 6 ’ 

m°(6) = 63 

11 . 

x + 2 = ^ + 3 ; 

m°(6) = 63 

13. 

x-^- 

T 

4 


15. 

x y — 2 

-5 “ 2 


17. 

x - 1 


y - 3 


19. 

»^i> 

1 

1 

1 

X 


-3 


2 


7 ' 2 



21 . V3* - y + (3 + 5V3) = 0 23 . 3* + V3y + (2V3 - 9) = 0 


Ejercicios de repaso del capituio 2, pdgina 82 

1. u = (3, -2) + r(—4, 7); * = 3 - 4r, y = -2 + Ir 

3. u = (5, -1) + r(3, 1) 5. u = (2, -5) + r(-3, 2) 

7. -3* + >>+13 = 0 9. m = 2; b = f 


Ejercicios 3— 1, p&ginas 95—97 


1. — 
Vs 

3.i° 

V 2 



5. 

11 

vT? 


1 1 

H> 

l< 

9. -L 

V5 



11. 

54 

5V2 


13. 11 

15.-^- 

V41 



17. 

33 

V65 


19. ff 

21. 33 . 

V 65 

33 

-, 

V 65 

11 

V2 

23. 

8 

Vs’ 

8 

V 37 

25. % 3 - 

31. A: = 

33. * — 

27. 4 

^ or k = 2 

y + 4 = 0 y x + >> = 0 



29. 

1 

Vlo 



35. 4y - 3 = 0 y 4* + 1 = 0 



6 Resultados de los ejercicios impares 


37. x - 8y + 10 = 0, 9x - 2y + 10 = 0, 10% + Uy - 4 = 0 
39. 3% — 4y + 35 = 0 'y 3% - 4y - 15 = 0 
41 b 2 + a - ob 
. Vo* + b* 

Ejercicios 3—2, pAginas 101—103 


1. d,2) 

7. (-2, 3) 

13. (4,1) 

19. las rectas coinciden 

25. 0 

29. (-1,-1), (1,5), 
33. % — 3y — 2 = 0 


3. (1,-1) 5. (-1,-1) 

9. las rectas coinciden 11. (4,1) 


15. 0 

21. (4,1) 

y ■ (2, 3) 


17. (-2,3) 
23. (4, 1) 

27. (1,2), (2,0), y ’(7,4) 
31. 12% — 15y - 8 = 0 
35. % — y — 9 = 0 


37. % + ly — 17 = 0, % - y + 1 = 0 


Ejercicios 3—3, pAginas 107—109 


1. -26 3. 0 

9. a + b 11. a 2 + b 2 

17. -19 19. -19 

25. % - y - 3 = 0 


5. 0 
13 . 0 
21 . ( 2 , 1 ) 


29. 


% y 

a 0 
0 b 


1 

1 

1 


7. 1 
15. 0 

23. (-2,1, 3) 


= 0 


Ejercicios de repaso del capitulo 3, pAgina 115 

1- TS 3. (2,4) 5. (§J, y§) 

7. 66 9. 9 


(x 5^ l,x ^ 3) 

(% 7^ — 1, X 7^ 2) 


Ejercicios 4— 1, pAginas 123—124 

1. 4x + 6y — 41 = 0 
3. x 2 + y 2 — 4x — 8y - 16 = 0 
5. x 2 + y 2 = 9 
7. xy + 2x + y — 14 = 0 
9. 2x 2 + x— 3y + 5 = 0 
11. y 2 - 12x + 36 = 0 
13. x 2 + y 2 + 6% - 18y + 2xy - 15 
15. 3x 2 — 48% + 4 y 2 = 0 
19. x 2 — 2y = 0 

Ejercicios 4—2, pAginas 128—129 

1. (x - 3) 2 + (y - 4) 2 = 4 

5. (x + 2) 2 + (y + 4) 2 = 9 

9. (x + 5) 2 + (y - 3) 2 = 49 

13. (x + f) 2 + (y - f) 2 = 5 2 

17. x 2 + y 2 + 8x + 6y - 144 = 0 
21. x - 2y = 0 
25. (x - 3) 2 + (y - 4) 2 = 25 


= 0 

17. 16% 2 + 25y 2 = 400 
21. y = fx 2 


3. (x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 49 

7. (x - l) 2 + (y - 2) 2 = 25 

11. (x + 7) 2 + (y + 8) 2 = 100 

15. x 2 + y 2 - 2% - 2y - 23 = 0 

19. 4x — 3y = 0 

23. x + 3 = 0 

27. (x - l) 2 + (y + 5) 2 = V 



Resultados de los ejercicios impares 


1 


29. (x + 2) 2 + (y + 4) 2 = 

33. (x - 4) 2 + (y - 5) 2 = 25 

37. (x + 7) 2 + (y — 7) 2 = 45 o bien 

Ejercicios 4—3, pdginas 133—136 

1. x 2 = 12y; directriz y = — 3 
5. y 2 = — 4a: ; directriz x = 1 
9. foco (0,2); directriz y = —2 

13. y 2 = 8* 

17. y 2 - 4y - 8a: + 28 = 0 
21. y 2 — 14x + 63 = 0 
25. y = -x 2 + x + 3 
33. x 2 + y 2 — 5py = 0 


31. (x + 6) 2 + (y + 2) 2 = 26 
35. (x + l) 2 + (y - 4)2 = 16 
(x - 5) 2 + (y- l) 2 = 45 

3. >’ 2 = 8x; directriz x = — 2 
7. x 2 = —20y; directriz y = 5 
11. foco (2,0); directriz x = — 2 

15. x 2 = y 

19. x 2 - 8x + 12 y + 40 = 0 
23. y = 2x 2 + 3x + 1 
27. y = 3x 2 - 5 


Probiemas de apiicacidn 4—3, p&gina 136 

1. 75 m por encima del suelo 3. 48 cm 5. 160 m 

Ejercicios 4—4, gin as 141—743 




9-^5 + y= 1; Fi(—4, 0), F 2 (4, 0) 11 - IT + n = 1; F i(°’ 2 >- F 2(°> -2) 



8 


Resuftados de los ejercicios impares 


13. Vi(—3,0), V 2 (3, 0); Fi(-V5J)), F 2 (V5, 0) __ 
15. Vi(0, 8), V 2 (0, -8); Fi(0, 2/15), F 2 (0, -2V15) 
17. Vi(—3,0), V 2 (3, 0); Fi(-2v'2,0),F 2 (2v'2,0) 
19. Vi(0, V7), V 2 (0, -V7); Fi(0, 2), F 2 (0, -2) 



25. 5x 2 + 9 y 2 - 12y + 99 = 0 27. 4x 2 + 3 y 2 - 48a: + 132 = 


Problemas de aplicacidn 4—4, p&gina 144 

3. 5 000 000 Km 


Ejercicios 4—5, pdginas 150—153 





10 ResuJtados de los ejercicios impares 


13. V2 


1 9. e = Vl + m 2 


(x-1) 2 (y — l) 2 


25 . (*- 2) 2 + 0 > - 3) 2 = 1 

25 ^ 9 


27. x = ±8V5 

Ejercicios de repaso del capitulo 4, pdginas 162—163 

1. x + 2y-2 = 0_ 3. xy — 13x + 8>- — 8 = 0 

5. C(3, -4); r = V13 7. (x - 4) 2 + (y + 3) 2 = ^ 

9. x 2 + 16y + 16 = 0 11. y 2 - 6y - 16x - 23 = 0 

15. Fi(0, -4), F 2 (0, 4); Vi(0, -5), V 2 (0, 5) 


2 2 

17. ^-^ = I 

9 16 

21. (*~ 2 f +>i = 1 

400 ' 175 


2 2 

2 2 

23. --— = 1 

16 84 


Ejercicios 5— 1, p&ginas 177—180 

1. x' - 4 y' 2 - 16 y' - 10 = 0 3. x' 2 + 4/ 2 - 36 = 0 5. x' 2 + 2/ 2 = 0 

7. x 2 - 6x - 2 4y - 39 = 0 9. y 2 - 8y + 12x - 44 = 0 



11. 9x 2 - 90x + 25^ 2 - lOOy + 100 = 0 13. 5x 2 - 20x + 9 y 2 - 36 y - 124 = 0 





4x', par&bola 25. x' 2 + y' 2 ~ 4,circunferencia 27. x' 2 + y 




12 Resu/tacfos de /os ejercicios impares 



Ejercicios 5—2, pAginas 184—186 

„ (3 + V3 3V3 - A 
T - v 2 ’ ——/ 

V \/2 V2) 

9 . 4x' 2 + 9 y' 2 - 36 = 0 
13. x' 2 + y' 2 _ = 25 
17. / = |V5,/ = —|V5_ 

,, , V 10 , V 10 

21. x =-— > x = —— 


3 . (1 - 2V3, -2 - V3) 

7. -5/ + 10 = 0 

11. lx' 2 + y 2 - 14 = 0 

15. - 5 y 2 + 20/ 2 + soy - 45 = 0 

19. 3x' - y = 6,3y - y = -6 




Resultados de /os ejercicios impares 


13 



Ejercicios 5—4, p&gina 195 

1. — 3x + 4y = 0 3. x — 2 y = 0 5. 2x — 3y = 0 

7. 5x + 2y = 0 9. 2x — y — l = 0 11. 2a: + ^ + 5 = 0 

13. 2x 3 y -j- 12 = 0 15. 2a: -\- 3 y -1-5 — 0 17. x -j ~ y — 4 — 0 

19. x — 4 — 0 21. x + y + 2 — 0 23. 8x — 5y — 1 = 0 

25. 13x + 21^ - 55 = 0 27. 15x - \ly - 47 = 0 

Ejercicios 5—5, p&ginas 201—202 

1 . 4x - 7 = 0, 4x + j = 0 
3. x — 6y = 0, x + 6y = 0 
5. x + 2y — 3 = 0 

7. No hay ninguna recta que pase por S y que sea tangente a la curva. 

9. x — ^ + 4 = 0, x — y — 4-0 
11. x — y — 1 — 0 
13. 6x - 3y + 2 = 0 
15. 2x — 3y = 0, 4x — 6y — 25 — 0 
17. 2x — ^ + 5 = 0, 2x + >> — 5 = 0 
19. x — 2y -f- 2V2 — 0, x — 2y — 2V2 = 0 


Ejercicios de repaso del capitulo 5, pAginas 204—205 

1 . Ax' 2 - 9 y 2 - 60 = 0 3 . x' 2 + 3/ - 5 = 0 

5. x 2 + y 2 - 6x + 8y = 0 7. x 2 - 4x +"16>- - 108 = 0 




















20 Resuftados de fos ejercicios impares 




19. y = x + 6 21. y = a 2 + 2a + 3 23. a 2 — xy + 1 = 0 

25. a 2 — 2 xy + y 2 — 2x — 2y — 0 27. a 2 + >> 2 = 9, lo mismo 

29. y = 1 — 2a 2 , no 31. a 2 + ^ 2 = l,lo mismo 

33. y + 1 = 2(x - if, no 35. X = —; no 

„ 3 3r 

37. a — dz — _ » y = =b . ; lo nnsmo 

VI + r 2 VI + r2 



Ejercicios de repaso del capituio 6, p&gina 237 

1. 6, 4, 2, 6 0 3. x = 3, x = — 1 



Resultados de los ejercicios impares 21 




/ 


7. y = at 2 - 4x + 3 


Ejercicios 7 — 7 , pitgina 248 

1. por ejemplo, (3,385°), (3, -335°), (-3, 205°) j 

3. por ejemplo, (2, 480°), (2, -240°), (-2, 300°) i h 

/ , R\ / , R\ / , *\ (2,120°). | V ’ 2/ 

5. por ejemplo, ( 2 -y ) ’ ( 2 . - f ) ’ (~ 2 . f ) ! (3, 25°) 

7. por ejemplo, («-y)’(l>x)’ (~*’ ) (" '■ «")\ j® ^ 


9. por ejemplo, (-1, 400°), (-1, -320°), (1, 220°) 

/ . ~ R\ / „ R\ / .. R\ 


(-1,40°) j 


11. por ejemplo. (-2, ~ ) . (-2, 

13.(V2,V2) 15. (0, 6)_ 

17. (-3,0) 19. (-V2, V: 


H-f) 


21 . (-V3, 1) 

25. (2V3, 300°), (—2 V / 3, 120°) 
29. (3V2, 315°), (-3\/2, 135°) 
33. (4, 270°), (-4, 90°) 

Ejercicios 7—2, p&gina 250 


15 . ( 0 , 6 )_ 

19 . (-V2, V 2 ) 

-(¥■-!) 

27. (5, 90°), (-5, 270°) 

31. (8, 240°), (-8, 60°) 

35. (2x/2, 315°), (-2V5, 135°) 


1. r = 5 


7. r = ± 


' 3 + sen 2 0 


9. r = d= 


11. r = diz 


cos 0 — sen 0 
2V2 


V cos 20 


V>en 20 


13. x 2 + y 2 - 16 


15. x 2 + >> 2 - 4y = 0 17. y - x = 5 




22 Resultados de los ejercicios impares 
19. Sx 2 + 9y 2 — 6x — 9 = 0 



23. 24x 2 + 25 y 2 - 4x - 4 = 0 



Ejercicios 7—3, p&gina 256 




Resultados de Ios ejercicios impares 



Ejercicios 7—4, pdgina 258 


1. 

(vi' 45 °)’(t1' 225 °) 

3. 

5. 

(1,45°), (1, 225°) 

7. 

9. 

(4, 60°), (4, 300°) 

11. 

13. 

(6, 30°), (6, 150°) 

15. 

17. 

( — 1, 180°), grdficamente tambien (0, 0°) 


(h 60°), (l 300°) 

(1, 90°) 

(4, 90°), (4, 270°) 

(1, 90°), (2, 30°), (2, 150°) 


19- ’ 22°30i'y > -== » 112°30'^ ; grdficamente tambien (0, 0°) 








24 Resu/tados de los ejercicios impares 


Ejercicios 7—5, p&ginas 261—262 




13. r = 


18 


15. r = 


8 


4 — 3 sen 0 1 — 2 cos 0 

Ejercicios 7—6, pdginas 265—266 

h 

1. r = cos 0 3. r = 

7. r = a cos 0 -f & 9. r = 


2 + sen 0 
a sen 2 0 


5. r = 


-3 


1 —“2 sen 0 
11. r = a cos 0(1 — cos0) 


Ejercicios de repaso del capituio 7, p&gina 267 



O' 








Resultados de los ejercicios imp ares 25 


Ejercicios 8— 1, p&ginas 277—278 
1,3,5,7. 



9. z = 0 
11. y = 0 
13. }' = 0yz = 0 
15. y = 4; z — 4 
17. x = —3 ? y = 6, z = 
19. x — 0; y = 0; z = 
21. 3 


2 

-3 


23. 7 
25. 9 
27. 3 

33. ;c 2 + y 2 + z 2 — — 6y — 8z + 20 = 0 

35. 25x 2 + 9y 2 + 25z 2 - 225 - 0 

Ejercicios 8—2, p£ginas 280—281 

1. (a) (2, 4, —2) (b) v - 2* + 4j - 2k 

3. (a) (5, -5, —5) (b) v - 5i - 5j - 5k 

5. (a) (6, 6, 6) (b) v = 6i + 6j + 6k 

7. (a) (-5, 1, —2) (b) v = —5i + j - 2k 

9. ( — 9, 3, —6) 11. (2, 3 } -2) 13. (2, -8, 8) 

17. -1 19. 66 21. -37 

Ejercicios 8—3, p&gina 286 

1. cos« = — cos,5 = f, COST = § 

3. cos o: = cos f3 = 0, cos 7 == 


(c) 2\/6 
(c) 5\/3 
(c) 6\/3 
(e) V 30 


1 5. ( 2 , — 7) 


23. # 


5, cos a 


'h cos / 


- — f, cos 7 


V2 

~6 


7. cos a = +§, cos (3 = 


cos 7 = 


9. (#, 




11. 

f fi 3 2\ 

V “ 7’ 7» 7/ 


13. 

(_ 

V 5N/3 

1 

V3 

15. 

cos y = ±yt 


17. 

( 8 16 

\V30 V30 

40 ' 

'30 

23. 

(* _ 

16 

<1 

O! 

i 

X 

O 1 


40 \ 

V 30 / 


13’ 

_i_> 

5 V 3 / 


3 9. (j4'j 71 I) 


_40 

V30 


,) 


25. ( 


.__3_ 

14’ 


27. (-3V14, -2VT4, V14) 

23. paralelos 91. tn°(a) — 0 or 180 


21. (3VT4, 2Vl4, -VT4) 

-f. -I) 

33. m°(/3) = 60 or 120 


Ejercicios 8—4, pAginas 291—292 


1. 


_1 

\/l 


5. * 


3. -i 


7. paralelos 



26 Resu/tados de fos ejercicios impares 


9. perpendiculares 11. perpendiculares 13. z — 0 
17. x = -2 19. I 21. -4 


15. y = 10 


23. 


3 

V14 


Ejercicios 8—5, pdginas 297—298 


1 . (- 2 , 10 , - 6 ) 
7. (1, -17, -7) 
23. a = f, b = £ 


3. (0, -4, -4) 5. (-15,-2, 10) 

9. (26 - a, -a - 6, 3) 11. (2, -10, 6) 

27. \/230 


Ejercicios de repaso del capitulo 8, p&girta 300 



3. 2V3 

5. -3 

o\ 

V6 V 6 vV 

9. y = -4 

11. (-7, 7, -14) 


Ejercicios 9— 1, pdginas 311—312 

1 . u = (— 1, 5, 7) + r(—3, -4, -4); 

(--L.--* _ 

\ \J 41 V4I V41/ W41 V41 V41/ 

3 . u = (1,-2,-3)+ *1,-1, 5); 

(_lj_,j_ 

\3V3 3V3 3V3/ \ 3V3 3V3 3V3/ 

5. u = (2, -3, 4) + r(3, 5, -5); 


W59 V59 V59/ \ 


V59 


7. (3, 4, 2) 

11. (1,3, -2), (3,4, -5), (5, 5, -8) 

19 f _ L z 2 _ £+1 

19 ' 1 3 4 


23. 

27. 

31. 

35. 


x - 3 _ y + 1 
-1 -2 
x - 2 y - 1 
3 “ 2 

x — 1 _ — 4 _ z + 2 

1 - 3 _ -6 

x — l y — 2 z — 3 


-2 

; z = —4 


-1 1 
39. x = 6;y = -1 


_5_ 5 \ 

V59 V59/ 

9. (-3, 5, 3), (0,9, 1) 


117 


2T 

21 . x = y = z 

x — 2 y + 1 z — 3 


17 . 0 


25. 


-6 


-4 2 

29. x = 5; y — —1 

y + 4 z + i 


33. x + 2 = 


37. 


-1 
1 * - 5 


-1 

z - -7 




Resultados de fos ejercicios impares 
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Ejercicios 9—2, p&ginas 316—318 

1. —x + 3y + 5z — 20 = 0 3. 3x + 4y — 5z + 2 = 0 

5. x = 0 7. 3x + 2y + 6z — 23 = 0 

9. 5* — 4y + 3z — !5 = 0 11. llx - \7y - 13z + 3 = 0 

_x-l y + 3 z-4 Hr .x-1 y+ 1 z — 2 

13. —-— = —— = —15. — j— = —^— 

n. ^=2 - y±l . Lz* 1s .,-4 7 + !z + i-o 

21. - 2x + >’ + z + 1 =0, excluyendo el punto (1, 2, —1) 

23. 2x — .v — 3z - 7 = 0 25. 43* + 3y - 14z - 34 = 0 

31. -18x + 4.v + 17z - 25 = 0 


Ejercicios 9—3, p&ginas 324—326 

1. u = (2, 1, 0) + r(—5, 1, 7) 3. u = (1, 0, f) + r(-9, 6, 2) 

5. (a) x = 1 - r, y = 3 + r, z = -2r (b) = ~~^T = \ 

7. (a) x = 2 + 2r, y = — 1 + r, z = — r (b) ——— = — 

9. punto (1, 2, 3) 11.0 13. recta,= j = —— 



21. 2x — 6y + 3z — 67 = 0 


x + 3 _ y — 1 z — 6 
3 -7" " _ -5~" 


V26 

35. u = (0, -2, 0) + r( —1, -5, -3); (Pi n <P 3 = 0; 

u = (0, 6, 4) + r( —1, -5, -3); (Pi n (P 2 D (P 3 = 0 

37. (Pi n <92 = 0; (Pi n (P 3 = 0; cp 2 n <? 3 = 0; <Pi n cp 2 n <p a = 0 

39. 2x — y + 3z + 4 = C; 2x — y + 3z + 4 = 0; 2x — y + 3z + 4 = 0; 

2x — y + 3z-)-4 = 0 

41. x - >• + 3z + 4 = 0; (Pi n <P;i = 0; (P2 D (P3 = 0; (Pi (~l (Pz n (P;i = 0 


Ejercicios 9—4, pAginas 328—330 

1. (-1,2, -3) 3. (2, -6, 5) 5. (1,11,0) 

7. — 4x - 3y + 5z + 2 = 0 9. 5x - 4y + 8z + 5 = 0 

11. 9x + 13y - 7z - 14 =_0 13. x + y + z + 8 = 0 

15. y = -2 17. 8\/3 19. (0, -1, 2) 21. (2, 1, 1) 




28 Resuftados de /os ejercicios impares \ 


Ejercicios 9—5, pAginas 333—334 


3. 7 
5. 2 


7. %x - §y + f 2 - 9 = 0; 9 
9. J-c + fy — §z + 5 = 0; 5 
11 . f*r + %y - fz - 12 = 0; 12 

13. 2 


15. 6 


26 

17 . —;= 

3V14 

19. 8 


21. x + 4y — 3z — 2 = 0 o 3x + z = 0 


23. 3* — 2>> + 6z + 49 = 0; 3x — 2y + 6z — 49 = 0 


Ejercicios 9—6, pAgina 337 

,V5 3.1^ 

9. Vl3 11. V5 


5. 


13 . 


13V 6 
3 

VlO 


7. 2V6 
11VI9 


17 . 


57 


Ejercicios de repaso del capituio 9, pAgina 338 

1. (a) (x, y, z) = (3, -1, 2) + r(-2, 6, 3) 

(b) x = 3 — 2r, y — — 1 + 6r, z = 2 + 3r 


(c) 



y + 1 
6 


3. —x -f- 2y -f- z = 0 
7. (16, 10, -18) 



9 20 

■ i r> 


5. (x, y, z) = r(\, 3, 5) 

11 . V 6 


Ejercicios 10— 1, pAginas 348—350 

1. (* - 5) 2 + V + (z + 7) 2 = 4 3. x 2 + y 2 + (z + l) 2 = 25 

5 . (x + l) 2 + (y + 2) 2 + (z - 2) 2 = 49 

7. (x - f) 2 + (y - §) 2 + (z + i) 2 = * 

9. esfera, centro (1, —2, —3), r — 3 11. esfera, centro (—•§, —f, 0), r 

13. punto(4, 3,-2) 15. 0 

17. (x - i) 2 + {y- i) 2 + (z - i) 2 = C(i h \\r = ~ 

19. x 2 + y 2 + z 2 = 3, C(0, 0, 0), r = V3 

21. at 2 + y 2 + z 2 - 2x + Ay - 6z + 5 = 0, C(l, -2, 3), r = 3 
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23. *2 + r 2 + z 2 - *x + *£y + * ¥> C(A, -M), r = W 

25. 6x + 2y - 3z - 49 27. -9x + 6y + 2z = 73 

29. -x + 3z = 15 31. 4x - 2y + z = 14 

35. piano, 3y + z = 0 37. no esta sobre la esfera 

39. circunferencia en el piano y = 3, r = 4,C(0,3,0) 41. punto (0, 0, 5) 


Ejercicios 10—2, gin as 354—355 



7. x 2 + 2y 2 + 2z 2 = 1 13. x 2 — 4x + y 2 + z 2 = 21 

9. 2x 2 — y 2 — z 2 — 1 15. x = 2, y — 4 , z = r; x = —2, y = 4, z = r 

11.<* + y 2 + z 2 = 4 17. 2y 2 + 2z 2 - 1 


Ejercicios 10—3 > p£ginas 363—365 

1. (a) paraboloide eliptico (b) piano xz; 9x 2 + 4z 2 = 0, piano xy: x 2 *= 4y, yz- 

x 2 z 2 

piano: z 2 = 9y (c) parax = 4: z 2 — 9y + 9 = 0; paray = 4:-f- — = 1; 

16 36 



3. (a) paraboloide hiperbdlico (b) piano xz: 9x 2 — 4z, piano xy : 9x 2 = y 2 , yz~ 
piano: y 2 = — 4z (c) parax = 4: y 2 — 144 * —4z; paray = 4: 9x 2 •— 16 = 
4z; paraz = 4: 9x 2 — y 2 — 16 

x 2 ~ 2 x 2 2 

5. (a) elipsoide (b) piano xz: ——b ~~ — 1; piano xy: - + — = 1, 

19 14 

2 2 

y 2 

pianoyz: 4~ — = 1 (c) parax = 4: 0; paray = 4: 0;para z = 4: 0. 
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7. (a) hiperboloide de dos ramas 

z 2 x 2 2 2 

(b) para el piano xz: —-- = l,para el piano xy: 0,para el piano yz: ~ — ™ = 1 

Z 2 V 2 Z 2 r 2 25 V 2 v 2 

(c) parax = 4: j - - = 5; para y = 4: - - - = - ; para z = 4: - + ^ = 1. 

9. ~ ^ — - — — 1, hiperboloide de dos ramas 


* 2 , (y - 3) 2 (z - i ) 2 


11 T + 


= 1, hiperboloide de dos ramas 


,3. z = (* + I) 2 - 


paraboloide hiperbblico 


15. (x — 2) 2 + z 2 = y + 9, paraboloide eliptico 


2 2 

17 . ~ — 

2 c 2c 


y + - > paraboloide eliptico 


Ejercicios 10—4 , gin as 369—370 

1, a:' 2 + 3/ 2 + 4z' 2 = 11, elipsoide, C(2, -3, 0) 

3. 2 a :' 2 — 3/ 2 — z' 2 —- 5,hiperboloide de dos ramas, C(l, —2, 2) 

5. 3 a :' 2 - z ' 2 = - 3 /, paraboloide hiperbolico V(-2 , 1, f ) 

7. 9 a :' 2 - 4>>' 2 = 5z', paraboloide hiperbolico V(0, -1,-2) 

9. hiperboloide de una rama 11. hiperboloide de una rama 

15. esferoide 


Ejercicios 10-5, pdginas 374—375 

v 5 -r“ r ‘x) 

3. ( V7, cos -1 4= > 2) ; ( V11, cos -1 > cos -1 —4= ) 

V V7 / V V7 Vll/ 

5. (5, cos -1 f, 5); ^5^2, cos -1 f, ^ 

7. cos -1 — I > — l) ; ( 2 V 2 , cos" 1 —I > cos" 1 -W') 

\ V7 / \ V7 2V 2/ 
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9. (0,4, 1) 

/ 5V3 5\ 

,S. — 

2 , 2,2 
21 . x + y + z = 

25. (a) r 2 + z 2 = 9 

27. (a) r 2 + 9z 2 = 36 

29. (a) r 2 “j- z 2 — 2 r cos 0 = 0 

31. (a) r cos 6 = 4z 2 

33. (a) r 2 + z 2 = k 2 (b) p : 


\ V2 V2 / 


1 7. .AC + >’*' + z“ 


13. (0, 1, V3) 


19. -Y" + y 2 — 9x 


23. x 2 + / + 


= 4 V x 2 + y 2 

(b) p = 9 

(b)p 2 (l + 8 cos 2 4>) = 36 
(b) p(p — 2 sen <f> cos 0) — 0 
(b) 4p 2 cos 2 <j> — p sen 0 cos 0 = 0 
35. (a) z = 4 (b) p cos </> = 4 


Ejercicios 10—6, p&gina 377 

1. (*,0) 3. (4, 1) 5. (3, -1) 7. (0, H, 3|) 

Ejercicios de repaso del capituio 10, p&gina 379 

1. C(4, -3, 0); r = 5 3. -* + 2y + 2z = 4 

5. 4x 2 + y 2 + 4z 2 = 16 7. / = 0 

S. paraboloide eliptico, V(0, —2, 2) 


/ at 7tt A / rz hr 


\ 


1 
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